iii 

V. T E 0 R I 11 I M P U N A N 92 

1 . PENGERTIAN 92 

2. KESAMAAN DUA HIMPUNAN DAN RELASI INKLUSI <13 

s. himpunan kosong 94 

4. INTERSEKSI ATAU IRISAN 95 

5. UNION ATAU GADUNGAN, SELISIH DAN KOMPLEMEN 95 

Sa. SELISIH SIMETRIS 96 

6. ALJABAR HIMPUNAN 97 

7. PENGGANDAAN HIMPUNAN 105 

8. HIMPUNAN KUASA, KELUARGA HIMPUNAN DAN HIMPUNAN 

INDEKS 108 

VI. RELASI DAN FUNGSI 111 

1 . PENGERTIAN RELASI 1 1 1 

2 . RELASI EKUIVALENSI 1 1 1' 

S. FUNGSI ATAU PEMETAAN (MAPPING ) 116 

4. FUNGSI SURJEKTIF, INJEKTIF DAN BIJEKTIF 121 

5. PERCANDAAN (KOMPOSISI) FUNGSI 126 

VII. KE-TAE -HINGG AAN 131 

1. DEFINISI KE-TAK -HINGG AAN 131 

2. KARDINALITAS HIMPUNAN 138 

VIII . HIMPUNAN TERURUT PARSIAL DAN TERURUT TOTAL 141 

1. HIMPUNAN TERURUT PARSIAL 141 

2. HIMPUNAN TERURUT TOTAL 144 

3. HIMPUNAN BAGIAN DARI HIMPUNAN TERURUT 144 

4. ELEMEN AWAL DAN ELEMEN AKHIR .146 

-5. ELEMEN MAKSIMUM DAN ELEMEN MINIMUM 148 

6. BATAS ATAS DAN BATAS BAWAH 149 

7. HIMPUNAN YANG SIMILAR 152 

IX. PENGENALAN B 0 0 L U A N A D S T R A C T 

ALGEBRA 159 

1. PERKEMBANGAN MATEMATIKA 159 

2. MATERIAL AX 1 OMATIO.'l, FORMAI. AKIOMATICS DAN 

FORMALI 7, ED AXI OMATIOG 168 

3 . BOOLEAN ABSTRACT AIUEBRA 174 

4 . SW ITO II TNG CIRCUIT AU5EBRA 179 


I • L 0 G I K A MATEMATIKA 


1 . PENGANTAR 


Kata "logika" sering muncul dalam pembicaraan sehari-hari 
lasanya dalam arti "menurut akal", seperti pada kalimat : "Tindak 
a n yang diambilnya itu logis" atau "Menurut logikanya lu haniu mu 
t . Akan tetapi logika sebagai istilah berarti sua tu matodii atau 
teknik yang diciptakan untuk meneliti ketepatan penuLmm. 

Manusia mampu mengembangkan pengetahuan karena nioinjnnyul halm 

sa dan kemampuan menalar. Dalam kehidupan sehari-hari Ulu 

dihadapkan kepada situasi yang mengharuskan kita inemhuu 1 nua tu k- 
putusan. Sebelum membuat keputusan yang baLk, kita hun,H dapat 
narik konklusi dari situasi yang dihadapi . Penalaran merupakan 
tu kemampuan untuk berpikir menurut suatu alur kerangka bl 

tertentu. Kemampuan menalar ddalah suatu kemampuan untuk m, 1 

Kon. usi yang tepat dari bukti-bukti ya n g ada dan berdumirkna utui 
«n tertentu. Jadi penalaran adalah suatu bentuk pemikiran. Mnr.tuk 
p.mikira n yang paling sedernana adalah : pengei. t la n u 1 
°£0£0sisl atau Pernyataan dan penalaran freasoninel . Tidak ada per- 
nyataan tanpa pengertian dan tidak ada penalaran tanpa pernyataan. 
Ketiga komponen ini secara simultan membentuk proses pemikiran. 

Dengan pengalaman indera atau observasi empirik : mata melihat 
anjing, melihat warna hitam, telinga mendengar suara menggonggong , 
maka sejalan dengan aktivitas indera ini terjadilah aktivitas pi- 
kiran yaitu pembentukan pengertian. Dalam hal ini yang terbentuk ' 
dalam pikiran ialah pengertian (konsep) "anjing", "hitam", dan kon- 
s_p menggonggong". Tepat tidaknya pengertian ini bergantung kepa- 
da tepat tidaknya cara melakukan observasi, dan ini adalah masalah 
fisik, masalah Indera, bukan masalah pikiran. Sekali indera mengob- 
servasi, terbentuklah pengertian yang bagi pikiran merupakan data 
dalam proses berpikir selanjutnya. Bersamaan dengan terjadinya ob- 
empirtk, di dalam pikiran tidak hanya terbentuk pengertian, 
akan tetapi jug ‘terjadi perangkaian dari pengertian-pengerti n 
itu. Tidak pernc-n ada pengertian yang berdiri sendiri di dulai.. pi- 
kiran. Rangkaian pengertian itulah yang disebut proposisi atau per- 
nyataan d.. n pengertian hanya terdapat pada pernyataan. 
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T>a la m rangkaian pembentukan proposisi itu terjadi dua hal : 
Pertama : proses pembentukan proposisi terjadi sedemikian rupa 
sehingga ada pengertian yang menerangkan ten- 
tang pengertian yang lain. Dengan menggunakan contoh tentang an~ 
jing tadi, proses perangkaian itu menghasilkan, misalnya, propo- 
sisi sebagai berikut : “Anjing hitam itu menggonggong". 
'•Menggonggong" menerangkan tentang i’apjipg hitam". Pengertian 
yang menerangkan itu disebut predika t , sedang pengertian yang • 
diterangkan disebut subyek . 

Kalau dalam proses perangkaian itu terjadi pengingkaran, 
maka proposisi yang terbentuk menjadi : "Anjing hitam itu tidak 
menggonggong'* . 

Kedua : dalam proses pembentukan proposisi itu sekaligus terja- 
di pengakuan bahwa memang benar anjing hitam itu menggonggong 
atau tidak menggonggong, kebalikannya adalah salah. 

Proses berpikir dengan bertolak dari pengamatan indera meng- 
hasilkan sejumlah pengertian dan proposisi sekaligus. Berdasar- 
kan pengama ta n -pengamatan indera yang sejenis, pikiran menyusun 
proposisi-proposisi sejenis pula. Misalnya logam 1 dipanasi dan 
memuai, logam 2 dipanasi dan memuai, logam 3 dipanasi dan memuai 
dan seterusnya, misalkan sampai 10 Tenis logam. Kalau orang yang 
mengamati itu sadar atas kesamaan di antara kesepuluh proposisi 
itu, ia akan mengharapkan bahwa logam-logam lainpun kalau dipa*- 
nasi akan memuai. 

Apa yang terjadi dalam proses di atas ialah, bahwa berdasar- 
kan sejumlah proposisi yang diketahui atau dianggap benar, orang 
menyimpulkan suatu proposisi yang baru yang sebelumnya tidak di- 
ketahui. Proses inilah yang disebut ^pena-la.ran . Kalau disusun se- 
rnra formal bentuk penalaran di atas menjadi sebagai berikut : 
l.ogam 1 dipanasi dan memuai 
Logam 2 dipanasi dan memuai 
Logam 3 . . . 


i, "r t m 10 dipanasi dan memuai 

• II l.nr.im-1 ogam lain ( nemuo logam) yang dipanasi memuai. 

|m h i m |M"Mi|nien Lnl proposlsi-proposisi yang menjadi dasar pe- 
«IV i nt | m l * • n (iiMntiui pr«miM otiiu uotonodon neding kesimpulannya dt- 
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sebut konklusi atau konsekuen. 

Kalau kita perhatikan penalaran di atas, jelas bahwa konklu- 
sinya lebih luas dari premisnya. Yang diketahui dalam premis ha- 
nya 10 jenis logam yang memuai, sedang konklusinya mengenal rinmijii 
logam. Di sini terjadilah suatu generalisasi, konklusinya itu mu 
atu proposisi umum, suatu proposisi universal, yang berlaku umum 
untuk segala benda logam. 

Penalaran yang konklusinya lebih luas dferi pada premi miyu 
itu disebut penalaran induktif atau induksi. Tidak semua Indukni 
konklusinya mesti suatu generalisasi, akan tetapi mesti lebih lu** 
as dari pada premisnya. 

Di samping induksi ada penalaran deduktif atau deduksi. Di 
sini konklusinya tidak lebih luas dari premisnya. Di dalam deduk- 
si, dalam premisnya mesti ada proposisi universal. Proposisi uni- 
versal itu misalnya : "Semua benda yang dipanasi memuai" . Kalau 
misalnya saya mengetahui ban mobil sesudah perjalanan itu panas 
maka saya tahu atau menyimpulkan bahwa ban mobil itu telah memuai. 
Ini. suatu penalaran deduktif, yang kalau dissusun dalam bentuk 
formal menjadi : 

Semua benda yang dipanasi memuai 

Ban mobil itu dipanasi (dalam perjalanan) 

I a di : Ban mobil itu memuai 

Dari pembicaraan di atas, secara lebih rinci dapat dikatakan bah- 
wa logika m6»ru pakan teori berpikir atau ilmu yang mengkaji prin- 
sip-prinsip penalaran yang benar dan penarikan kesimpulan yang 
absah, baik yang bersifat induktif maupun yang bersifat deduktif. 
Logika memandu kita tentang bagaimana pemikiran seharusnya berja- 
lan, dan bukan bagaimana keadaap sebenarnya pemikiran manusia ber 
jalan. Logika berusaha mengatur pikiran dalam batas-batas terten- 
tu sehingga curn borpikir kita dapat diperbaiki dengan mempelajari 
logika . 

Logika t-nhih dipelajari sejak jaman Junani kuno. Aristotelni* 
(384 - 4 ‘!1M) adulah seorang filosof Junani yang meng*- .nba ngkti n 

logika jHjda ,H»iiuiri Itu. Logika pada jaman Itu dikenal dengan n®bu t 
an Logika Trwllniontt l # 
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l'uda waktu itu digunakan istilah analitika untuk cara penalaran 
yung didasarkan pada pernya taa n-pern-ya taa n yang benar dan istilah 
dialektika untuk cara penalaran yang didasarkan atas dugaan. Da- 
lam perkembangannya, kedua jenis penngetahuan yang mempelajari ca 
rd penalaran itu disebut logika. Bada umumnya logika dipandang 
sebagai cabang pengetahuan filsafat, yaitu ilmu tentang proses pe 
nolaran atau penyimpulan formal. ~ 

+ . . f 1 ^ emUdlan harl dengan dipelopori oleh Leibniz dan De Morgan 
U 3 lran yang sangat menekankan penggunaan bahasa simbol un- 
uk mempelajari secara terinci bagaimana akal harus bekerja. Meto 
f e-metode dalam mengembangkan matematika banyak digunakan oleh 
aliran ini. Sehingga aliran ini berkembang sangat teknis danilmi 
a! serta bercorak matematika, yang kemudian disebut LOGIKA MATEMA- 

1 1KA . 

G. W. Leibniz (1646 - 1716) dianggap sebagai matematikawan per 
tama mempelajari Logika Simbolik. Kemudian lebih banyak matemati~ 
awan yang mempelajarinya dari pada .ahli filsafat. Hal ini terja- 
karena para matematikawan menjadi lebih sadar terhadap kebutuh 
l'" untuk mengu; > 1 dan mengkonstruksi kembali dasar-dasar matemati- 

Pada abad kesembilan belas, George Boole (1815 - 1864) berha 
s 1 mengembangkan Logika Simbolik . Bukunya yang ber judu l'lawa of 
Thought mengembangkan logika sebagai sistem matematika yang abs- 
" ‘ Dengan rnen SE u naka n ide-idenya itu, dia dapat membangun lo- 
menjadi suatu aljabar khusus, yang sistemnya mengikuti hu- 
'"'ii hukum aritmetika. Demikianlah Logika Tradisional telah dikem- 
tungkan dengan menggunakan metode-metode matematika menjadi Lor{- 
VM Modern yang disebut juga Logika Simbolik. Logika Simbolik ini 

30 logika formal yang semata-mata menelaah bentuk dan bu- 

1 ‘ " l:ii dari apa yang dibicarakan. 

Kuiena akan dibahas banyak mengenai Logika Simbolik muka 

inl dlutaraka " dua pendapat tentang Logika Simbolik yanr 
‘ORk 'm semua maknanya . 

'"'h 1 1 .ilmbolik adalah ilmu tentang penyimpulan yang B tih (ab- 

' khuaua ny a /ang dikembangkan dengan jmn«|unn; 0 metode- 

" ,l " "'«tomatlka dan dengan bantuan simbol „l,„hn| bhunus 
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ba'ha 1 ! 253 ! em r S ' inkaP aeSe ° raDg msn Sbtndarkan, makna ganda da*i 
Logic ,f ) . k B ‘ Flt h d 1 buku °y a "Symbotlc 

Pemakaian simbol-simbol matematika untuk mewakili bahasa, sirn- 
untu'k Z" 1 di ° lah 36SUai denga0 a ' turar )~ a turan matem.Uk. 

llrr ,T” ' ta '“ h 8 “* U •«» 

y taan bernilai benar atau S3lah. 

menjadi ilmu “” ta " S 1 ° gtka terus berkembang dan sekarang logika 

«ifat tekni ^ 1UaS d3n ya " S cenderun K mempunyai 

- teknis dan ilmiah. Aljabar Boole, adalah suatu topik y.ng 

gueakan a s n eT 1U r n l0Slk3 ^ ^ MmpU " a ”>’ sekerang Inl dl- 

simbol B T! I" dalam mendisain koin P uter * Penggunaan olmbol- 
Boole dapart mengurangi banyak kesalahan dalam penalaran. 

S imbol-simbol' le v 30 bertShaSa dapat dihi " da ri dengan menggunakan 
t=I t ’ Sna Setelah 1,1233 lah dd *-jemahkan ke dalam no- 

tokoh t u penyelesaian °y a menjadi bersifat mekanis. Tokoh- 
Simboli k a 1 ! lainnya yans menjadi pendukung perkembangan Logika 
“; da j; M0 ^ a "’ -Per (1707 - 178t), Jo bn 

(1872 - 1970) ’ Alfred N ° rth Whitehead dan Bertrand R.issel 

mat-ka'imrt 1 :^ TZT ^ ^ ^ 

kata-kata pelTgka fkat^t” de0gan 

ta-kata penggandeng ^ ! Perakit, kata-kata penghubung, ka- 

ATAU (disjunlsi) ’ LlrT COnneCt r eS > yaltu •• SAN (konjungsi) 
NYA BILAMAN/ fv/ BILA (implikasi), BILAMANA DAN HA- 

dau. «i; da " (negasi) - A k a„ «,« pl 

» c . * t ,TdV eto ' 1 ‘ harl ' d ‘-»„a, dengan 

~ti k e Zgai L” " ’ , " S t,d,k d '»^n „t,- 

matematika dlt ekS ° k ' K “ r,, " , ‘ '*d Penggunaannya di dalam 

2. SEMESTA PEMBICARAAN 

raan ob ’""' v""g 

ra«n dla.but MM . 
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“““ - Slng <11SebUt ^IVEROTM mimse op 

semesta pembicaraan dalam percaKapan aebari-bari ada lab . 
mosta, di maoa kita boleh membicarakan apa e- ia v l 3S ~ 

ton tang orang-oraner t Pn fo , , P 3 ScJ c a * Kita berbicara 

atau apapun ' an ^ *° git ' tu “»>uh-tu«,buha n 

:r m r ya : ^ da - 

inetika tentang bilanean-bila - a ngit saja. Dalam Arit- 

mungkln yang dibicarakan hanya^h ^ HltUDS * 

nahkan dalam suatu pembicaraan r 1 \ g ° San asli sa J a - 

rakan bilangan-bilangan 1 ? , T kiU> h3nya d ^ica- 

5 9 - » S 4, dan 5 saja. 

Menentukan semestanya sebelum 

penting dalam matematika! SeVh h peroblca roan dimulai sangat 
bergantung pada semesta Demb’ 0 tldaknya suatu Pernyataan 

ku lima t : 'Za bUanl * m * lcarfianDya V^g disepakati. Misalnya 

te rdj i :r^r;::zT‘ oi r 4 rv ika 

Akan tetapi nilainya salah iika van , h-k-’ " ’ 4 d 5 sa;ja - 

" ,0U - Demikia " 5uga pernyataan bahwa’ dua "ZT" ‘T 
potong-memotong atau seiaiar aH.i t k gariS VU5 JSsti 

datar, akan tetapi bernilai sa lah^ikrilJs^r^r 

Kada ng-kada np- dari i/a i ,* »« + 

s Udri Kalimatnya sendiri 

»d»jbdi semestanya. Umpamanya daUm l ’* r “" S 

tfl terbesar 1 ’ waiar ™ a Tono adalah anggo- 

ora ng dan bukan bilanganTl SSmSStanya terdiri a ta s orang- 

mu tema tika e lement e r di dalam 

’* JAIflMAT DEKLARATIF 

r. "t« -anggota dari gl” ralasi - relasi yait u hubungan di antara ang- 

. Z ITT" *■**- *- 

■ «hiu* deklaratif (mm™ nUal “ li " 1 

k" n Hdunya persemaian * + ’ N ‘ B enar" di sini diarti- 

lldi Mangan keadaan se T ^ ^ dinyatakan kalimat 

bs»,r t „r“ Perhatlka ” “l»™» S «o^pan- 


1. Bilangan 5 adalah bilangan ganjil. 

2. Perancts berpenduduk 1000 juta. 

4' Tu^u Dlab * adal8h MlangaR raal °" al atau tidak rasional. 

A. Tu.uplah pintu itu. 

5. Astaga. 

6. Bilangan 100 mencintai bilangan 1000. 

7. Semoga anda berhasil. 

8. Apakah anda merasa puas ? 

^n 1 !r a s t el^ n yanrkeTa ka !! mat deklaratlf ‘ Yan ^ Pertama bernilai 
karena untuk m ~ " U3 nilalnya sala h. Keduanya disebut FAKTUAL 

di :::;;r s r n ; iai ° ya -p.n.ti k .„ ftktM 

pertama ditetapkan ri melakukan observasi. Benarnya ko linu. I 

ngan 5 adalah ah f enS3n raelakUkan obse rvasi mental karena MU. 
langsun. (den.-^ d ^ dap3t dilakuha o 

^ ^L d : l d lTz Sea, ” sk * n 

Ln.sc c. - ° b5 " V * sl y.ltt 

mat 3 ad-Vh < melal oi dokumen yang ada. Sebaliknya, kali- 

kepada ^ ^ ^ didasarkan 

Biarpun kita t letak ya " S tSlSh diadaka ° tentan S arti kata -atau-', 
atau tidak rasio . n ’ enSetahUi de0gao tepat apakah /T itu rasional 
dengan hanya m Zl l T* ^ Tnya kalin,at itu d aP at ditetapkan 

dak ada pUlhan ™ TZZZriT ^ U " 

sional. Tidak ada nt u bilangan rasional . dan tidak ra- 

adalah kaltmat T f ketiga (TERTIUM NON DATUR) . Kalimat 4 

lahpun tidak U ^ Sehtngga tldak m ^Ponyai nilai benar, sa- 

klaratif dan ‘tid^kT" 5 memPU ° yai " rti tetapi bukan kalimat de- 
liknya kalimat , T Strukturoya ^bagai kalimat. Seba- 

■noo tidak mempunyai n UD 6 mempU,1yai Struktur auatu ka l^t, na- 
n ya pun tidak h ^ “ be ° ar * Salahpun tldok ka rena tngkaran- 

ra bilangan b-l" 31 ^* HSl ^ disebabkan relonl "mono in ta 1» anta- 

atu uni ” 0 va T San / ldak U ° Bk,P,n 6 101 ■««*> -"toh ... 

mun tidak^a- H UPUn “«“P^ya t «truktur iut.tu kalimat, na- 

mun tidak la r dari rangkaian koU.-k 1 

tukan nilainva ah - a d! tU kaUm01 Ud«k M«|.,| dll.M. 

orlainya, 3 adi bukan kallmul MH ( |«.,.|,|, 
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Al. 


( 


P<>-A 


/ d 

M,,niat 8 adalah kallmat tanya sehingga nilainta tidak dapat di- 

I h n tuko n . 

TTin'' kaUMt ’ «*♦*•*« berdasarkan 

ul.ruktur kalimatnya »,ka cara observasi y. „g dilakukan dis-but 
nhMnrvasi struktur. . -i 


M' 


h A T I H A N 


l \V ^ 
« X A - ] £ 

r>T 4- C a j o 




k ^ pMk; ( 


Tentukan suatu semesta untuk mana persamaan x 2 


1 = 0 mem- 


^ ^‘1'^ y 'O^'p f/f rr> * *r 

-V 


punyai tepat satu penyelesaian. 

Semesta adalah himpunan bilangan r ie -Apikah kalimat T^'Se- 
lah rrr memPUnyai kebalikan " ba ™ilai b enar ataukah sa- 
wan?’ S W a ^ S 7 kaUmat: " Seraua bilan § a " mempunyai la- 

* ^ 5 tfJUu M W.vu,-^ 

i' T tU SemeSta terdiri atas bila ^ a n-bilangan alam 

„ ' ;*'U SemeSta itu b ^hingga. 

1 Uiukah" aP ^ k3h kaIlm3t ’^ allma t di bawah ini kalimat deklaratif 
■ ngkapan yang mempunyai arti tetapi bukan kalimat dekla- 

• etaukah merupakan rangkaian kata-kata tanpa arti. Apabila 

Zll UkSn kaUm3tnya apakab mempunya i nilai benar atau 

Aibkah Tono menderita sakit 9 

r 018 - ,'t*- 

’ at kro "^. ^ 

ulangan 2 adalah aAAligus prima dan tidak 




b V 
(T M L ^ Cv - V ^ 


a “ a trlPel »1« *. 7 <« s y 0 „g „„„.„„M p „. 
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4. KONSTAN NOMINAL, DENOTASI DAN DESIGNASI 

Untuk menunjuk pada dan untuk dapat berbicara tentang suatu *ng- 
go a er tentu dari semestanya, kita memerlukan suatu lambang da- 
ri an^T bel?SebUt - temban S sedemikian tidak lain adalah nama ,1«. 

maka kita^i dT^^ Demiklanlab ’ ^ lka kita mendiskusikan harimau 
m ka kita tidak usah membawanya ke dalam ruangan pembicaraan, 

dituli “i ° San roeng?unakan omanya yang dapat diucapkan atau 

seti- ! ' f! y r Skan keSUlitan °y a J ika ua tuk membicarakan harimau, 

lam hah "* 1 ^ ^ raembawa harimau ke ruangan pembicaraan. Da 

konstIn NOMrlT a r ka (mathematlcal ^ g0 "> la -" ba o g itu di Ul 

s W N.O, .INAL atau disingkat KONSTAN. 

lambang dari anggota tertentu dari semesta pembicaraan 
disebut KONSTAN. 

Perhatikan bahwa harus dibedakan dengan tajam antara lambang dn- 

d-h h iT ya " S dllambangkan oleh lembang itu. Demikianlah harus 
ibedakan dengan tajam antara bilangan (number) dan angka atau 

rang<atan angka • (numera ls ) sebagai lambamg dari padanya. Angka 
adalah unsur bahasa yang dapat diucapkan atau ditulis, sedanekao 
ilangan adalah unsur matematika yang berada di luar bahasa . “yang 
i uni a atau digandakan adalah bilangan-bilangan sedangkan yang 
iucapkan atau ditulis adalah lambangnya, yaitu angka-angka, 
capan "Tulislah bilangan 5 di papan tulis" adalah ucapan yang 
eliru. Tidak ada satu orang manusiapun yang dapat menunjukkan 
i angan 5 karena memang bilangan 5 itu abstrak adanya. Mungkin 
orang akan bertanya 'apakah ada perlunya mengadakan perbedaan 
se emi ian, sebab, kita bisa berpendapat bahwa bahasa adalah alat 
unikasi. Apakah tidak cukup jelas apa yang dimaksud dengan ka- 
imat 'Tulislah bilangan 5 di ..papan tulis" ? Jawabnya ialah bah- 
wa di dalam matematika, fungsi bahasa tidaklah hanya sebagai 
:/ k0m ;r sl tetapl leblb-beb ih sebagai alat berpikir (vehicle 

kbu " ! ! jUtnya meraanS ada caban S -caba ng matematika, 

snya ogf a -matematika , di mana orang harus dengan amat ra- 

jam memperhatikan hal-hal di atas, karena melalaikannya akan mem- 
ita pada kesalahan-kesalahan serius. 

4 O 


f M f f h 

r -5 ?0 y r 

j 
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/\ r I yn t)K dilambangkan oleh suatu lambang disebut DENOTASI atau 
iu i i n kn:jt -OBJEKTIF dari lambang tersebut. Sedangkan lambangnya 
h,i iid | r 1 dloebut DESIGNASI dari apa yang dilambangkan olehnya. 

Hm n 11< Un Uh, designasi dari seorang pemuda adalah namanya, se- 
pornudanya sendiri adalah denotasi dari nama itu. 

K I lu juga akan membicarakan sifat-sifat dari anggota, mau- 
I m 1 1 1 imImhI i mtara para anggota; sohingga kita juga memerlukan 
i uni.Miir bimbang darinya yang dapat ditulis atau diucapkan. 
pH l m m lnr.lkn matematika dan dalam matematika pada umumnya kita 
) m h i y < i niMinbnhuti kalimat deklaratif. Sudah barang tentu, dalam su- 
m l n i »n U u inw i«ma tika terdapat juga pertanyaan-pertanyaan, perin- 
• hIi pnrtuinh iUm nebagainya. Tetapi pada prinsipnya suatu karya 
mim t ♦mim i 1 1' u 1 1 m | m i I, ditulis melulu dengan menggunakan ka lima t-kali- 
»HM » ilMMHuil.tr, di samping kalimat terbuka yang akan dibicarakan 
di ImwHli i n i |,of* i.kn kalimat adalah suatu teori tentang kalimat 
I i » * » t i i , .m p i * i drfinisi mempunyai nilai benar atau s3lah) 

I »|| imhmh y h n f dlluihHM adalah nilai benar atau salahnya berba- 
k MilHMaiii i * M I m . l I- n 1 1 mu t demikian. 

m» n ■I** .i-i | i i Umbul, apakah referensi objektif yaitu de- 

IHIMM,.. «4 . . M lu | t MIM I 1 

jjlljtlftN MlIlliOl, 

!»" Hll||l 

't . Ml"' Hit ( . | l<Ht |>ltwttti MH,, ■ ml" p*i dengan f ilosof-ma temati- 

mm m Km iHh #| 8 H‘uy mmm l u knllmut adalah situasi, fak- 

|IN MM ‘-’ 1 " ‘IimhiI.mmI riuatu kalimat adalah 

M »•«• *«M«I.|»-I «>•»! |'l I* I iu.. .. , •* i . i i m kllu mongertl kali- 


ib(ImI.h, 1 * 1 * 1*11 miihIh i j.yang sangat 

MMi 1 « 'li I m Iim m hih|‘h | . i Ih .ii Inknnkan bah- 

M*|i» Ihm yto iMlml flfl| il 1 U 1 1 *« i ei m .n IihvhiIi 1 ii 1 ud lah konsey 
WMM d u m MhiimIMi «M I . u*n. dalam bi- 

I U«H b|f Hgrta rttu l >»M|if*^|i d | h)h|i 

- 
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Andalkan himpunan S adalah semesta pembicaraan tertentu. Sering 
kita hendak berbicara tentang anggota sembarang dari semesta Itu 
yang bukan anggota tertentu, melainkan suatu anggota yang tidak 
dlspeslf Ikkan dengan lengkap. Dalam bahasa alami (natural lungw 
age) kita nemang menjumpai keadaan seperti Ini. Umpamanya kltu 
hendak menyatakan bahwa siapa saja di antara para anggota 
semesta yang terdiri atas orang-orang yang belajar dl perguruan 
tinggi (jadi seorang anggota sembarang) harus rajin, maka digu- 
nakan kata "mahasiswa" dan diucapkan kalimat "Mahaslswu haru n ra 
jin". Hal seperti ini kita jumpai juga dalam matematika. M1.nul.nyn 
semestanya adalah himpunan bilangan asli. Maka akan digunakan Um 
da (lambang) tertentu (biasanya huruf "x" , "y” dan seterusnya) 
untuk menunjuk pada (to refer to) suatu bilangan sembarang. Mi- 
salkan hendak dinyatakan bahwa kelipatan dua dari bilangan jr.mbn 
raog pastilah genap. Maka diuca pkan -ka lima t "2x pastilah genap'. 
Huruf-huruf "x", "y" dan seterusnya disebut VARIABEL. Tampak bah 
wa variabel (sebagaimana juga KONSTAN) adalah suatu lambang, na- 
mun sekarang dari anggota sembarang dari semestanya, seperti juga 
kata "mahasiswa". Sebagaimana konstan maka variabel adalah unsur 
bahasa dan bukan unsur dari semestanya. 

DEFINISI : VARIABEL adalah lambang yang melambangku anggota sem 
barang dari semestanya. Semesta ini disebut DAERAH JE 
LAJAH (range ) dari variabel itu. 

Lambang tersebut dalam definisi di atas dapat berupa huruf lain 
ataupun dapat dipilih lamhang lainnya, seperti umpamanya O dan 
sebagainya. Peranan variabel sama dengan peranan tempat kosong da 
lam suatu formulir. Misalnya : 

Yang bertanda tangan di bawah ini .* Kepala Des 

Kecamatan Percut Sei Tuan menerangkan bahwa 

warga desa bernama nudoh mnlunani PBB tahun . 

. . . d s t . 

Setelah tempat-tempat kosong itu .11 Ini d».'***" «** tn» (orung, 
desa dan tahun dsb) maka barulah 1 lm<. 1 nv« mm.Jmll kalimat d"H‘’ 
ratif . Dam t k ia n juga ungkapan t 



1 2 

X adalah hilangan genap 

i..< t ■< n I <i h kalimat deklaratif. Kalimatnya berubah menjadi kalimat 
hii l' |,u.i III notnlah variabel »x" diganti dengan konstan (nama ang- 
,,.,t i itu Iniiii). Kalimat yang memuat variabel bebas seperti kalimat 
,11 i, i n u dlmtbut KALIMAT TERBUKA (open sentence atau sentential 
( i, ,n llon). l)o lu m matematika mengganti huruf "x" dengan suatu kor- 
hIhh Min ing dluiiipkan dengan kata-kata "mensubstitusika n konstan 
h m I u h vm i t n bn 1 M , 

Iuri m m | m n di atas tampak mengapa banyak penulis yang me- 
1 1 ( il i n rlhn) variabel sebagai pemegang tempat (place hol- 

»1 M | ) | 

i nii i i ni'iiyii l'.iifinp vu ri&bel sebagai pl^ce holder terletak pa 
,1« l* Mfti» iiMMimy n yung luur biasa besarnya dalam matematika. Perha- 
lllki, mi 1 h h 1 1 1 y r u lii' J m iiljabar yang disajikan dengan menggunakan 

fm i h 1 1 m i d l Imwuh t n i s 

■ y ^ *» (h y ) (x' + xy + ) 

IfcM mmi Inlml , dongan menggunakan bahasa biasa, maka 

L|| Itlti d^i-ti d i nyu l.nUn n sebagai berikut : 

i > .u m bilangan sembarang berlakulah bahwa 
j |»Mi 1 1 1 m<i pangkat tiga dengan bilangan 

| Hiiiih i nn i dongan selisih bilangan per- 

|' MtiM d i »•" udttknn dengan hasil penjum- 
|| !«•»*«*. i i 1 mm i' tiivui hasil kali kedua bi- 

*!»§ lt|Rli|t Mimu «t MIN ( y§ Ml hIhim» ’i*n Jnla n) jauh lebih 

| km Umat terakhir ini, 

|| Minnyu, hmi 4 nIi RtllfMMiMH* l‘»H"|Hh«n pengertian. 

Kl|| * M * MUtilMilNM m‘'",'Ui' )Hiih Inblh cepat akibat 

dM'MMiMn kuil H > - *• I • (,!■,, pjuaan vari- 

MM laaMlan p»m wnn Un-perso- 

ftjllH ma 1 * «MM malMlllt IHlIlHb v M,, a "" ,|,,,,Ua,n varia- 
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Konsep variabel sudah dikenal oleh para filosof jaman Yunani kuno 
walaupun penggunaannya sangat terhatas. Aristoteles menggunakan- 
nya dalam sllogisma-silogisma yang terkenal, misalnya : Semu* n 
adalah b. Semua b adalah c. Maka semua a adalah c. Hutuf-hunM 
"a", "b" dan "c" adalah variabel. Matematikawan Peranotc, Vll.it 
(1540 - 1605) memperkenalkan dan menggunakannya secara sla temu 1 1. r» 
dalam matematika. Peranan yang sangat menentukan dari komu-|i V». 
riabel dalam matematika tampak lebih nyata setelah padu ukhlr 
abad ke-19 konsep KUAUTOR diperkenalkan dalam bahasa mu tema ttka , 
terutama oleh pengaruh filosof matematikawan Amerika PK 110 K 
(1 e 7 9 - 1 91 4) . 

Selain dari penggunaannya dalam kalimat terbuka (sentenclel 
function) seperti x<4, maka variabel juga digunakan dalam fung- 
si-fungsi DESIG-NATORIK (designatory function) seperti. : 

X + y - 2 

5(x - y), , 4 x - 5y + 2 

2x + y 


Fungsi-fungsi designatorik di atas berubah menjadi designa or ny 
bilangan-bilangan tertentu setelah para variabel di dalamnya 
ganti dengan konsta n-kons ta n tertentu. 


LATIHAN 


Sebagai semesta diambil himpunan bilangan riel 
kalimat di bawah ini 


0 

y- 

Perhatikan 

Unt uk pasan gan bilangan x, y semba- ^ \ 
rang dapat ditemukan bilangan z Sedemikian hingga x < z < 'S ■ ■ 
Apakah kalimat di atas merupakan kalimat terbuka ataukah ka- ^ 
lomat deklaratif ? Apabila kalimatnya pernyataan maka tentu- 
kan nilai logikanya, 

A pa ka h su su na n kata 

S>dK\V 

hun 1990" merupakan 


irase) "Presiden Republik Indonesia ta - £ c ^Wi 


tabel ? Apabila konstan 


apa bedanya dengan nama sebagai konstan l (Bandingka den g 
terjemahannya dalam bah* a Inggeris «The president of Repu- 
bllc of Indonesia in 1990«.'-) 'V. 


■ v 

$#il li.,.(, 




je~W2 <, ( (b) <W«t- 

, 4 - A > <5 
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n •■■"'• bentuk-bentuk di bawah ini tentukan mana yang merupakan 

i 1,11,1 1 terbuka dan mana yang merupakan fungsi designa torik . Apa- 
'• I I" merupakan kalimat terbuka te ntu k a n mana yang dipenuhi oleh 

11 nggota , mana oleh beberapa tetapi tidak semua anggota dan 

ynng tidak dipenuhi oleh satu anggotapun. 

* ' y < x + y + z I'' 1 , a 

" • y + * i "4 

H' -II pen.lumlahai 
llnn I I ponjumlahai 
Ayahnya K, y dan z 


•• * ® *.f/*>* -V- ^ 

3 n X dan y t t/ 


»| , 
M). 


VI ’ x U ' 

^ C ) (j ) 

" “fUtlnh kakak kandung y * J 

N r <5 * 

(* -f y)(x - y) ' r ^ u£~- 

w -' t - ^u-vw-i- H.Wkj 


'Om,'N «*-& l 


K" - y 
9 


2 

+ x - 2 


0 


1 1 


() d^l mana semestanya adalah himpunan bilangan riel. 

/1 V ..t' U). , ' - 

I 


•n 


*• H I 'l 1 1 1 KINA !• AN PAN MENYEBUT SUATU SIMBOL 


i'n i h'i l 1 1> >i n n | i uh 1 1 |. . 1 1 1 mu i, <11 bawah ini : Hhciivutfvt". 


•r i v'" t - V" 


'i PIPI "i' i i li muh'Hil bwo matematik 
,'l ■ J I ,'•! /I 


tivWjki - ^ 


\ 


1 1 •mpci t huru f \ 

\ i • pM fiiswA ? y ^ 

• * I I I I I I II ,1 I 7'_V!\ ..„.u.., •, li*. 


, 4 .7 . ' 1 1 ‘ Ip l ^vrh/» »'Im . _ 

1 ' ,M ( 1 ' ««* ' •« 1 f, l»i m •• dlg unakiT Tusea) untuk berbi- 

tmitaMU Hl | «m imm ♦ I »* , M, iI. hmI-imi padu kalimat kedua, kata 'itu 

,m ’ 1 hHimhi , . 1 M h r« hnm kecil atau tidak ada 

Mun.M nnIih i i i»*»H *"t»*tnnpi i<^> Iim Mlmn |.rimlnrnn di bawah ini : 

' * >v 

(.li , i. ' 


I ) 


lll 


»i I, , 4 




II I’mmv m h i i I 1 1 m | 
M ) t* N I N II# 


) 


IlU I. 1 H •! 1 I .#» 1 M I M 1 1 1 


j rj 
n 


iIhhmmh kimii[im i|m1> m n nnlinU tuni : 


Ml l^liynluil i|h| | lift P I m illh».«| ii | n|| 

i I «H I HI|U| Ifi M I . imlll U illlittui "Inh ,< 


iV '■ ' _ ■ • 
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Kesimpulannya jelas salah, namun di mana letak kekeliruan pena- 
laran di atas ? 

Kekeliruan terletak pada pencampur adukan pengguriaao (use) de 
ngan penyebutan (mention) suatu simbol. Kita io-gat aturan bahasa 
untuk menggunakan simbol (yaitu nama suatu obyek) jika berbicara 
tentang simbol itu. Berbicara tentang presiden A. S. , kita tidak 
membawa beliau ke ruang pembicaraan, cukup menggunakan namanya. 
Bahasa alami sering melanggar aturan ini jika berbicara tentang 
kata. Jika aturan itu dipatuhi maka dalam kalimat (b) di ut,MM, <11 
mana kita berbicara tentang suatu kata, seharusnya digunakan suatu 
simbol dari kata itu dan bukan kata itu sendiri. Sehingga kita 
harus menggunakan pama dari suatu nama . Suatu teknik yang dl?if s p n 
kati oleh para logikawan ialah teknik tanda kutip . Sebagai aimbol 
dari suatu kata dipilih kata itu sendiri tetapi diletakkan antara 
sepasang tanda kutip. Dengan menggunakan teknik ini maka kalimat 
(b) berubah menjadi : 

(b). "DIDI 11 terdiri atas empat huruf. 

di mana yang dibicarakan adalah bentuk di antara tanda kutip. 
Kadang-kadang kita hendak berbicara tentang nama — dari ^tn a. 

Maka harus digunakan suatu simbol darinya yaitu nama — dari n^ma 
dari nama . Oleh karena itu nama dari nama itu diletakkan di an- 
tara sepasang tanda kutip lagi* Sebagai contoh perhatikan kali- 
mat di bawah ini yang kelihatannya janggal namun ditulis konse- 
kuen sesuai dengan aturan dan teknik tersebut di atas. 

""Medan"" tertulis antara satu pasang tanda kutip tetapi "Medan" 
tidak tertulis antara pasangan tanda kutib, sedangkan amat su- 
lit untuk meletakkan tanda-tanda kutip di barat dan timurnya 
Medan . 

Phrase terakhir membicarakan suatu kota (suatu obyek) dengan meng 
gunakan nama (yaitu suatu simbol) darinya. Memang amat sulit rn- 
tuk meletakkan t:vnda-tanda kutip di barat dan timurnya kota itu. 
Dalam phrase sebelumnya yang dibicarakan ialah ialah suatu kata. 
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v) 


> y n , - 

') ' - A l'^’; 


£ 


9 


A.CL 


t -v(o^ ) 


l"'A / ’ Vwi^M 9 : •• 

M'l' i digunakan nama darinya ya'ltu kata itu sendiri diletakkan di 

•iiiiurn sepasang tanda kutip. Tetapi nama itu sendiri (bukan na- 
iii' darinya) tidak terletak antara tanda-tanda kutip. Sedangkan 
i "l i permulaan kita berbicara tentang bentuk di antara tanda-tan- 
il" kutip yang paling luar. 


Sekarang kita perhatikan kembali kekeliruan penalaran yang 
iiitniy tmpulkan 3 habis dibagi oleh 2 di atas. 

.111''» teknik tanda kutip digunakan dengan konsekuen maka kalimat 
(;’) seharusnya ditulis dengan cara : 

Bilangan yang dilambangkan oleh penyebut dari " habis 
dibagi oleh 2. 

' ImIi karena tanda tidak sama dengan tanda maka substitu 

i! Udak dapat dilakukan sehingga kekeliruan pengambilan kesim- 
I »u l. 4 i n tidak mungkin terjadi. 


I.A T 1 II A N 


Tulislah kalimat-kalimat di bawah ini dengan tepat dengan mele- 
1 »l f . lain tanda-tanda kutip (satu pasang, dua pasang, tiga pasang) 
doti nc terusnya sebagaimana mestinya. 


1 . I’ninu da Tono selalu menulis nama Tono" dengan tinta merah. 

Augko 4 adalah lambang dari bila nga n 4 l dan bilangan ini mem- 
punyai 2 sebagai faktor. 

III lu nga n dua dapat dilambangkan dengan angka Romawi II f teta- 
pi juga dengan angka 2, juga dengan perkataan dua. 

'I 1 'U m bentuk a + 3 = k untuk" a" disubsti tu sika n* 5 L' Setelah 


uu bn ti tu si diker jak^a nf^k^meru paka n bilangan genap sehingga 

Mimn punyai 2 sebagasi faktor. ^ <S V U - 

A|<ibtla a -f 7 adalah bilangan ^enap makara* pastilah lambang 

IM Uingan ganjil. Jadi a adalah bilangan gan jil.^ - 

i'iunlln a + 7 ditambah dengan a + 7 maka hasilnya ialah 

> ♦ lA. Bentuk' 2a + 14 rnomuut huruf a', angka" 2 *, ' rangkaian 
, «/ u ti »1 

m 1 1 h, W m 14 dan tanda pon jumlnhn n ♦. 


5 

'Vt ’ 


<2-£k 

\ 


WJL - 


C^AVy'ClCM^»K * 1 l'wvv \ 




UicW') *xy 

4 jc 2.v^> 
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v 7 Tono adalah nama dari pemuda Tono sehingga lambang dari pemuda 
Tono adalah Tono’.' 

8. Kata' Solo ada lah lambang dari kota Solo. Maka dengan mengguna- 
kan teknik tanda kutip maka lambang dari lambang dari kota 

Solo adalah Solo*. n , . 

j Ce* 04 L ^ (u ’ 

| o&.c^ lwUii \;^ s ^ 

CO 


1 


7 . KONJUNGSI, DI SJUNGSI DAN NEGASI 

Kalimat-kalimat tertentu seperti : 

Gedung ini tinggi 
Lukisan ini indah 






disingkat (bukan simbol) dengan huruf-huruf besar M A n , "B 1 ' dan se 
terusnya. Kalimat-kalimat seperti ini dapat dihubungkan satu sama 
lainnya dengan menggunakan KATA PENGHUBUNG KALIMAT (logical con- 
nectives) yaitu DAN ( & ), ATAU ( V ), TIDAKLAH ( . Misalnya 

Gedung ini tinggi da n lukisan ini indah 
Gedung ini tinggi a tau lukisan ini indah 
Tida k benar bahwa gedung ini tinggi 

Dengan menggunakan singkatan-singkatan dan simbolisma logika maka 
kalimat-kalimat di atas ditulis sebagai : 

A & B, a V B, ^ k atau A 

Perhatikan bahwa ingkaran dari A yaitu ^A dapat juga disajikan 
dengan I ( diucapkan tidaklah A atau non-A). Kalimat-kalimat 
"A & B” , M A V B M dan "I" berturut-turut disebut KONJUNGSI, DIS- 
J UNGSI dan NEGASI. Kalimat di mana tampak tanda (atau tanda-tan- 
da) penghubung kalimat, dinamakan KALIMAT MAJEMUK (compound State 
ment) atau KALIMAT MOLEKULER. Sedang kalimat "A", " 3 M dan sete- 
rusnya KALIMAT TUNGGAL atau KALIMAT ATOMIK. Nilai loglknya (ya- 
itu benar/sa lahnya ) konjungsi, disjungsi dar negasi didef inisika n 
dengan tabel-tabol nilai di bawah ini. 


(n)^ ''p' V)V< ^ — •/ /b 

I t\t o ^ . J* j \-A U- ^ \ - +^A^ |cm fvj 

lUw 1. 


I 


f \ AV/, 
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■ \’' l ‘ '"'"'V llCM.V' 

* A<W, 

i -V -r 


l^uJUt Xxi 


Tr 



Huruf-huruf "T" dan "F" dibaca "benar (true)" dan "salah (false)" 
Mu ti yuk penulis yang menggunakan "1" dan "0" sebagai pengganti "T" 
.Uin "F". Perhatikan bahwa satu-satunya kemungkinan konjungsi , . 

"A A B" bernilai benar ialah apabila kalimat-kalimat komponennya 
!■ tii lnunya bernilai benar (T). Konjungsi bernilai salah jika saku- 
ra tiK-kurangnya salah satu kalimat komponennya bernilai salah, 
•„■baliknya disjungsi "A V B" bernilai benar (T) jika sekurang-ku- 
i anunya salah satu kalimat komponennya bernilai benar. Satu-satu- 
nyn kemungkinan disjungsi "A V B" bernilai salah ialah jika kali- 
mu i -kalimat komponennya kedua-duanya bernilai salah. 

I n Minat "A" disebut negasi (ingkaran) dari "A" dan didefinisikan 
„ liugul salah jik a "A" benar dan sebaliknya. Perhatikan bahwa "A" 
Imnillal logik sama dengan "A". 


Definisi dari konjungsi di atas sesuai dengan pemakaian kata 
m, la n" dalam bahasa sehari-hari. Umpamanya jika Banu berkata : 
iillayo adalah bangsawan dan hartawan" maka dia di sini bohong (ya- 
I t, u mengucapkan kalimat yang salah) apabila ia tidak sekaligus 
littngn&wan dan hartawan. Sebaliknya perkataan "atau" dalam perca 
bnpan sehari-hari digunakan dengan dua arti yaitu inklusif, di 
HiHtm dua komponennya dapat sekaligus bernilai benar, dan eksklu *- 
uli, di mana hanya satu komponen ya ng dapat bernilai bena r- 
ilniitoh pemakaian disjungsi inklusif ialah kalimat : "Mahasis- 
wu n tuu guru mendapat rsduksl biaya". Sedangkan contoh dari pe^ 
luahMlan disjungsi eksklusif lulah kalimat : 'Memperhatikan lo- 

t'„l.uyn ia pasti orang Karo «tuu Simalungun". Dalam matematika 
1. 1 1* nnpukat senantimu' mniiKgunukun kata "atau" dalam arti in- 
IMunir, ini berarti bshwn nnUui'uiig kurungnya nuluh satu kompo- 


M\? TTAolU 
PwvA 


d?- V A\. Wu^r 1 — o( 

<2 A ^ 






j i, 

1 y 




VKH/~ r*-p 
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nennya benar (boleh keduanya). Sehingga umpamanya kalimat 
"^5 4 4-" dan "2 < 3 atau 2 x 2 = 4" keduanya dinilai benar. 


8. IMPLIKASI MATERIAL 

Penggunaan susunan kata "apabila . . . maka . . . " dalam ma- 
tematika banyak menyimpang dari pemakaiannya dalam percakapan 
sehari-hari. Oleh karena itu akan dibicarakan lebih terperin- 
ci. Sebagaimana halnya dengan kata-kata penghubung lainnya, 
maka penggunaannya didefinisikan dalam suatu tabel nilai. Se- 
tiap definisi yang penting, yaitu yang mempunyai dampak yang 
menentukan, pada perkembangan ilmu yang bersangkutan seharus- 
nya disertai dengan suatu JUSTIFIKASI, di mana dikemukakan 
alasan-alasan mengapa definisi itu ditetapkan sedemikian. Di 
sini dipandang perlu mengetengahkan justifikasi itu, sekali - 
gus juga dibahas perbedaan penggunaannya dalam bahasa sehari- 
hari untuk menghilangkan "keganjilan yang dirasa ada pada de- 
finisinya. Simbolisme logika untuk susunan kata "apabila . . . 

maka ..." adalah sedangkan kalimatnya disebut 

IMPLIKASI MATERIAL. Implikasi dalam percakapan sehari-hari di- 
sebut implikasi biasa (ordinary implica tion ) . 

~ uyi- A H) G 

/ cW. |rXLn J^Cc^U 

O ^ j 

baris ke— 1 

baris ke-2 C ] 

baris ke-^ / 

baris ke-4 




A ’ 

B 

A ==>B 

T 

T - 


^ T 

T 

F 


F 

rF 

T -* 


$ T 

L f , 

F 


T 


Kalimat di depan tanda implikasi disebut ANTESEDEN sedangkan 
kalimat ya n -di belakangnya disebut KONSEKUEN. Kalimat implika- 
sinya sendiii sering disebut KONDIDIONAL 
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""'l tabel tampak bahwa implikasi »A=>B« bernilai benar jika : 
'• ANTESEDEN BERNIUI SALAH (baris ke -3 dan ke- 4 ) 

KONSEKUEN BERNILAI BENAR (baris ke -1 dan ke- 3 ) 

" e " s “” aka ” ^ <(il3JU „ e . 
I. definisi implikasi dapat dinyatakan demikian : 

l "P Ukas ‘ bernilai benar jika «tesedennya salah a«„ a..- 
no kuonnya benar . — * un 

Sekarang akan dibandingkan implikasi material dengan impli- 
'n, ordinal (da i arn ^ s eharl- h arl) . Pertama-tama, Jika d “ 

,:~u. ( ”“ u kT lan!n : se) ™ 

7 — — •» 

nropkan kanmat seperti : "«pabtla bulan berhentak balatan maka 
l ' depan rumah saya berwarna hijau». Hubungan antara an - 
•«Moden den konsekuen tersebut dapat berupa suatu janji (apabila 
• » 1 U 3 niaka akan saya berikan hadiah), suatu tanda (apabila 

i.»n„ara berkibar setengah tiang maka ada pembesar^ wafat) , 

'k 7^7 afBMla anda makan terl3lU bany3k m3ka Perut aoda 

^ ^Hljtturunkannya konsekuen dari ant.P^rton ( ap a- 

,, W ,tTa diPana61 maka l0Sam itU akan men S emban g). dan banyak 
, ,,!• unnva k 7 & " k ° nn0t3sl bermacam-macam. Beraneka 

7 itU dth - lndari dalam «t eiBatito. Perkembangan" 

m i emuti ka memerlukan suatu bahasa yang eksak dan tidak yan* ka- 

odang berkonnotasi bagini dan kadang-kadang berkonnotasi . 

77 1 ltU B en Sgunaan implikasi harus ditertibkan dan 

1 ^T'n'fi, h T Sa matematika ^nyimpang dari baha..,a alami. Ini- 
.) tiflkasi untuk penyimpangan dari bahasa ulami 

'"'-'Uban pertama dilakukan dengan meni.d.k.n nyurut bahwa ha - 
hubungan unta, , w ., kluput) 

7 ' hU 7 Ungan diperbolehkan. Me.nlogfu !„„„ (mengandung arti- 

BMtu tnpltkaai ha„ y . b.rgootut g „rtinya 

M dTt'fr" 80 " 70, !5 * C “ ,ngkl ’" nl “ H »«•* impli - 

nya ditentukan olah nllat loglknyo K« lima I. -k» lima t kom - 
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' ' ^ ^ ^ Ohdb ^CjCVja-Y - 

ponen. Sehingga umpamanya ka lima 0 ’ t bila Hitler paman saya 

maka Solo terletak di pulau Jawa» bukanlah kalimat tanpa arti 
tetapi mengandung arti, bahkan bernilai benar karena anteseden- 
nya salah. Ingatlah bahwa dalam hitungan kalimat hanya benar 
atau salahnya suatu kalimat yang diperhatikan. 

Terlihat bagaimana jauhnya perbedaan antara implikasi material 
dengan implikasi biasa. Namun untuk mengurangi rasa keganjilan 
ini maka di bawah ini disajikan suatu implikasi yang kadang- 
kadang diucapkan dalam bahasa sehari-hari, di mana juga sebenar- 
nya tidak ada sama sekali hubungan antara anteseden dengan kon- 
sekuen. Misalnya orang berkata : «Apabila Tono lulus maka dunlii 
akan oerhenti berputar». Jelas bahwa tidak ada hubungan apapun 
antara lulus atau tidak lulusnya Tono dengan berputarnya dunlu. 
kalaupun demikian implikasi itu diketengahkan sebagai implikasi 
yang benar. Selanjutnya karena konsekuennya pasti salah, yaitu 
bohwa dunia tidak akan berhenti berputar, maka antesedennya pas- 
s ~ d Jelas yang hendak dinyatakan oleh si pengucap ka- 

limat ialah bahwa Tono pasti tidak lulus. Perhatikan bahwa peng- 
gunaan implikasi di atas, lengkap sesuai dengan baris ke-4 dari 
tabel (anteseden salah, konsekuen salah). 

Suatu hal yang sering dirasakan ganjil juga ialah baris ke- 
3 dan baris ke-4 yaitu implikasi didefinisikan bernilai benar 
jika antesedennya salah. Sekali lagi untuk mengurangi 

rasa keganjilan ini, maka dalam bahasa sehari-haripun 
orang kadang-kadang menjumpai keadaan seperti itu. Misalnya ada 
aturan yang berlaku bagi para mahasiswa demikian : «A pabila ma- 
hasiswa itu laki-laki maka ia diwajibkan latihan militer». Jika 
mahasiswa Tono tidak latihan militer maka ia dikenakan hukuman, seba 
ia menyalahi aturan (jadi implikasi bernilai salah, baris ke-2). 

Akan tetapi walaupun mahasiswa Tini (wanita) latihan militer 
atau tidak latihan militer (yaitu konsekuen benar atau salah) ia 
'•idak melanggar aturan. Jadi implikasinya dinilai benar. 

Sekarang dibahas mengapa implikonl didefinisikan seperti da 
lam tabel (justifikasi konstrukni tabel). Pertama-tama tabel di- 
tentukan demikian hingga memuat Inti bnrnerlkat dori bermacam- 
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l >oma kaian dalam percakapan sehari h^ • m 

, "Apabila To „ 0 l : h " ri ' " ,Ml »y s apabila 

r» -»— • r sara 

MU/I 'kasus : ^ Kalimat mi untuk ka~ 

'"'“t iaajTLteU 5 sepeda '(ko"T” sl P™- 

'Mnllai benar karena .e.enuhi ”a„ J "amor k ' ^ '""h™* 

'lengan barla ke-1 tabel l.pUto,^ 1 beMr >- Sasuai 

be ™ r) ' aeda " sk3 " si <*- 
nlpembuat janji dikatakan^ 6 d / k ° nsekuen sala h). Dalam hal 
(Implikasi salah). Sesuai de men ^ lnsksri -1 an ji atau disalahkan 

K " au »-’ • Tono tidak lulus ujfa'n (TT "h' 2 '"h" 1 iRlplikasi - 
I potnbua t janji membelikan / 6Seden sala h), sedangkan 

nlpombuat jan i ti dak d. V! (k ° nSSkuen beoar). Di sini 

«•"«•l dengan baris L b I 1381 ?" 30 ^ imPUkaSi b — ). 

** ada sesuatu disebut a^v lmPUkaSi - batikan bahwa ti- 

I i' nus-4 : Tono ti L! ? i ? °° tid2k lulus ' 

"duk dibelikan (konsekuen S3lah) S9da " S SePedapun 

-kusalahkan, jadi benar. Sesuai deng^^Jm^^Ju 

MSd0n den S an konsekuen tidak disyL^LT/ a " tara ant<? - 
' m * U * diperkenankan) . Hal int b LrU b ~h ^ ada ^ a bu “ 
•'"nurnya suatu implikasi ^ hahwa apabila diketahui 

H Hadang-kadan, t ^ d ? ' hubungan, teta- 
- -tu implikasi itu ^ bab ~ 

l""kon bahwa ada hubungan k k en0t '’ maka tlC,<,k bo:ieh dlatm- 

Dengan k a a - ai r b b ; aklb,t O.o.an 

bernilai b “ ’ J “ k ‘ S “ 3to ‘»P»l<-st "A=> B" dl- 

'"•iwn kalimat "B" daJt dit^ t " d3k Senantiasa dapat mengatakan 



(norrect) d i turu nfta n yang S3hih 

ny« teken sebadai kaHm»f ’ k kalimat "A^b" di- 

= dl kalimat yang benar. 


) 



Dalam pada itu ada dua kemungkinan : 


j-vLr t. /LoC. 
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'• ‘ l “ *” "•»». «.a demikian kalimat „„ 

«r jnga. „„ iatae.a.i denga „ Mttj ^ „.„.j'” 3 ” 

= . -Umat ... bernilai amlab. dik. demikian d,„„„ i.„ kah . 
V a„f " ‘ b ' kaaa " ! - k - P3 »^ dltnrnnkan kau „f - b- 

" " ya "b r ir* 8 b h ’ t8tePl '" !<i k ‘ da "^»f -t„ ka„ mt 

baria k. , d 8 ) ' ’“ 1 S,3 ” al b3ng * n aefl " 1 * 1 

13 ; Ke “ 3 dan haris ke-4 pada tabel. 

Bahw= ddri ketentuan yang salah, secara sahih dapat diturunkan 

<nr r r rins kau sukar diterima - 

an " sti dibuat suatu k ° 3t,iah - 

na lara n sedemikian tidak h' 3 a " ketentua ^ Tetapi pe - 

wah ini diQa , ! enar ’ Untuk ^mberi keyakinan, di ba- - 

wah ini di sajikan suatu contoh di mana s 

1)3 r i sesuatu van p eaiovi t 

. 7 - 3 salah . dengan langkah-langkah yan^ sahih 

tanpa buat kesalahgn ked(ja> d ^ t J # « j '* 

nar. Namun tidak senantiasa demikian. ' ° “ 


(i). 4=6 

4 _ e 
2 '■ 2 

2 = 3 
2x0 = 3x0 
0 = 0 


4=6 (3) 4=| 

4 6 4 p 

f -f 

2 = 3 2 = 2 

2x4 = 3x4 
8=12 


Dalam contoh (1) dari hal yan* salah U n ^ • + 

sahih =oo.. Q d- X = 3 lah ( d = 6 ) diturunkan secara 

salah rii + ' ~ * Dalam contoh (2) dari hal yang 

la® contoMt) 3 " S6Cara hal 7303 S8lah 3uSa - Seda "gkan da- 

ter„r tr a r b r — b '™ 3 — -•« 

ri tabel Cnnh U , Con toh (1) sesuai dengan baris ke-3 da- 

(« h— k «- — k 

ITt-lTjlalTT , Kr ' alS ' :n C,1 ” V ‘ ,t " k *" b;-nga n benarnya "A«»E". 

bel d.;"!?.; ::. k r, tah “ nte "“h” 1 "'^ b ” b »"> i *‘ 

nilai benar juga maka "B" pasti benar juga. 



^ A(, 

\ , (! ' ' o " V ?v 

' U 'V" a '' f 'V' > , 


"'K K~v a hl( . Q 
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Akun tetapi jika "A^B" bernilai T sedangkan "A" bernilai F ma- 
lui tidak dapat diturunkan apapun tentang benar atau salahnya ka- 
limat "B". Baris ke- 7 » dan baris ke-4. 

Iiurl pembicaraan di atas ternyata bahwa segala sesuatu dari ta- 
lml sesuai dengan penalaran sahih dalam logika alami yang dimi- 
liki oleh setiap orang. Inilah merupakan suatu justifikasi me- 
m', apa tabel dikonstruksikan demikian. 


Kalimat "A 35 ^ B" dapat diucapkan dalam berbagai cara : 

I ) Apabila A maka B (A implies B) 

' ) B apabila A (B if A) 

•) A hanya apabila B (A only if B), sebab jika tidak B (yaitu 
"B" bernilai salah) maka juga tidak A. Sesuai dengan baris 
ke-4 dari tabel. 

'l) A adalah syarat cukup bagi B. Sebab jika A terjadi (yaitu 
kalimat "A” bernilai benar) maka B pun terjadi. Sesuai 

dengan baris ke ke-1 . 

’*) B adalah syarat perlu untuk A. Terjadinya B memang mutlak di. 
perlukan untuk terjadinya A. Sebab jika tidak B maka tidak A 
juga . 


l’Mrhn tikan bahwa tidak ada hubungan antara syarat perlu dan sya- 
1 11 1 (:lJ kup, yaitu bahwa syarat perlu belum tentu cukup, sebalik- 
nyi nyurat cukup tidak usah perlu. Contoh tentang ini adalah : 
-'ir supaya ABC D merupakan bujursangkar maka syarat perlu untuk 
M, i lulah bahwa diagona 1-dia gonalnya potong-memotong tegak lurus, 
n menggunakan tanda implikasi : 

bu jursa ngkar - — > diagona 1-diagona Inya berpotongan tegak lu- 

PUW. 


W w I mu pun diagonal-diagonal berpotongan tegak turun itu merupakan 
t Y Q ng perlu, namun tidaklah cukup. Ambi l mi nalnya belah 
l‘ »llUp*t atau layangan. 

hniLoh di bawah ini memperlihatkan adanya nyjirnl, yang cukup te~ 
,H t 1 Llduk mutlak diperlukan : 


I 


A 


C K \ <VrV 


/\v<j 


r* U 



.-A* — > ■ 
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Syarat yang cukup agar ABC D merupakan jajaran genjang ialah bah- 
wa sisi-sisinya sama panjang. 

Sisi-sisi ABCD sama panjang^=^ ABCD jajaran genjang. 

Namun ada juga jajaran genjang di mana sisi-sisinya tidak sama 
panjang. Sehingga syaratnya tidaklah perlu. Ada juga syarat yang 
sekali gus perlu dan cukup. Hal ini akan dibahas pada pembicara- 
an tentang bi-implikasi . 


DEFINISI : B=^ A disebut KONVERS dari B 

A=^B disebut INVERS dari B 

B=>£ disebut KONTRA POSISI darf. A=£ B 

Perhatikan bahwa apabila implikasi mula-mula bernilai benar maka 
konvers dan inversnya belum tentu benar dan belum tentu pula sa- 
lah. 

Misalkan implikasi mula-mula adalah ( x sembarang ) : 

(1) Apabila x bilangan positif naka 2x pun bilangan positif (T) 

(2) Apabila x bilangan positif maka x~ pun bilangan positif (T) 
Konvers dan inversnya berturut-turut adalah : 

(l) f Apabila 2x bilangan positif maka x pun bilangan positif (T) ’ 

(1) ,r Apabila x bukan bilangan positif maka 2x pun bukan bilang- 

an positif (T). 

(2) Apabila x^ bilangan positif maka x pun bilangan positif (F) 

(2) f • Apabila x bukan bilangan positif maka x^ pun bukan bilang- 
an positif (F). 



Ternyata bahwa jika implikasi mula-mula bernilai benar maka kon- 
vers dan inversnya kada ng-kada ng benar tetapi kadang-kadang sa- 
le • . Fakta yang diilustrasi dengan contoh di atas dapat diturun- 
kan juga dengan tabel di bawah ini : ! 


£ 

* 

6 



f 


r 


A -b 



oj 


•-=) I \zs^q r 
«—3 ( f 6 
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..y'' 

r ..'s y* 


A 

B 

1 

B 

IMPL.MULA 

' KONVERS 

INVERS ’ 

A =£> B 

.B A 

A B 

T 

T - 

F 

F 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

T 

F 

T 

T 

F 'I 

T 

T 

F 

T 

F 

F 

T i 

F 

T 

T 

T 

T 

T 


Tampak dari tabel bahwa jika kalimat "A =i>-B" bernilai T (baris 
l'o- 1 ; dan ke-4) maka nilai dari konvers yaitu "B=^A" dan invers 
ynltu "A=4>S" kadang-kadang bernilai T tetapi kadang-kadang ber- 
nilai F. 


Akan tetapi kontraposisi suatu implikasi senantiasa mempu - 
n/'il. nilai logik yang sama dengan implikasi mula-mula, seperti 
I.Jmpak pada tabel berikut ini : 


A 

B 

A 

B 

IMPL.MULA 

KONTRA POSISI 

A "=$> B 

B =£> A 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

T 

T 

F 

T 

T 

F 

F 

T 

T 

T 

T 


: Kontra posisi dari kalimat (1) dan (2) di atas (yang ke 

duanya bernilai benar ialah : 

h) MI Apabila 2x bukan bilangan positif maka x pun bukan bilang 
(l n positif (T). 
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P 1 'T) vuj_ ( ^ \ \ o ^ - Yk r i yj ^ 


( 2 ) ' 


* \ ^-| 'i ^ 

! ,4 ' i. y V 

‘ r l l. ‘ A, f,v.> , 00 , \ 

-> <>*-. k- 0U4 l * ' f 

Apabila x bukan bilangan positif 
langan positif (T). 


maka x pun bukan bi- 


Oenar„ ya W1 . t ^ b”. I"?. d ‘. b “ ktlk *" l * lSh 

kalimat "A" dan h pnirs , orang dapat mulai dengan 

atau oran dajt u T-og sahih membuktikan " B" 

ron . , Y mulal den S a " "S" dan membuktikan »1» mi 

contoh pembuktian dengan kontra posisi. 


L la h 


latihan 


Der.gan menggunakan tabel-tabel nilai 
= . A*$(3 -.z?c) mempunyai nilai logik 

b. A-^(b v c) mempunyai nilai logik 

c. A^B mempunyai nilai logik yang 


buktikan bahwa : 
yang sama dengan (A & B) =>c 
yang sama dengan (A & b) =>c 
sama dengan A v B 



!> =M 
-/I ^ $> 


~ A 

= g =?a 


o 









w H 


n • 




/Vvs^ict*x.^ 


' r SjJU- Xc^~. jp^. 

90 : 2x10 t^xr = iijf - 

2<?r t/ 

( 9? : « o - ^4- 




y • z 0 ^ 3 )) 

C n r x °) ■- Z'HM-s .g-) 


■-K 


' t-d-O'-'-vi 


(Y rio] -^o-n xr 

Op-V) 

(2 >o+Wl 
. XI- 

- \W 

60? -2)xit) -bo-i 
bj <10 - 'b U t 

Pro - P' 1 3 X 


• 2 :^ -u r 
fa- 

11) ■ P- A‘ ( u - ~O e j C9Xj-J) 

P ‘ Pxh) - 

12) 

O ' 2 
: C -h’) = 





• f • 


:v ■ Lt' o -h k - } / C -r y i ? , r , 


• Xr o , / "c -S' 

'e 6, .- -i a, c 

I >1 - 1 M PLIKAS I (BI-KONDISI ONA L) 


C - >1 •' 

■' 1 ^ • '• .s 


T 
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l -implikasi didefinisikan seperti pada tabel di bawah ini : 


A 1 

B 

A B 

T 

T 

T 

T 

F- 

F 

F 

T 

F 

F , 

F , 

T 


Km Umat "A*==*B" disebut bi-implikasi atau bi-kondisiona 1 dan di 

‘Pkan ,r A bilamana dan .hanya bilamana B", disingkat "bhb". 

. . , ' ^ kt-c ( lk, ) ^ Vhv 

Mnnan dari ucapan di ataS tampak fJafca tabel di bawah ini : 


4 


■ B 

A =* B 

B ==> A 

(A =? B) & (B =4 A) 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

o? 

F 

T 

T 

F 

F 

F 

T 

T 

T 


T' i iiyuta bahwa tabel untuk "(A =£• B) & (B =4 A)" adalah samp 
• i • - 1 1 f ' i n tabel untuk "A 4=^ B". Kita ingat bahwa "A -—>■ B" dapat 
'll.mnpkan "A hanya apabila (hanya blamana) B 11 ., sedangkan 
"H-+A" diucapkan «A apabila (bilamana) B». Setelah digabung 
’ * * i 1 1 * diucapkan "A bilamana B dan A hanya bilamana B" atau di- 
'• 1 "* 1<« t tanpa perbedaan arti "A bilamana dan hanya bilamana B», 
,,M " loblh singkat lagi «a bhb B». Mungkin saja ada yang menu- 
,H " A ^ lka dan hanya jika B", disingkat "A jhj B". Dalam baha- 
1 IliEKnris ditulis "A if and only B", disingkat "A iff B". 


M lu -kata penggandeng seperti "dan", "atau", "tidaklah", 
* ■ . . maka . . "jika dan hanya jika» dan lain-lain 

*"b Mjonis, dalam logika kalimat dipandang sebagai operasi 

M M \\m li , 


i 



•. y\x 1 4 + 'i 

-7^ 

O A(... ' 


( ).A ' U " 

C y <-- 

» El' cl <~ V 


Sebagai operasi 

ka lima t , 

maka ■ 


’■ •' [ c \ ’ \ V t< t 


29 


annya. Pandanglah kalimat majemuk : 

(A 4=4 B) =4 ((A & C) 4=4 (B & C)) 

Dengan adanya tanda-tanda kurung, pembaca mengetahui urutan me- 
ngerjakan operasi yang dimaksud oleh penulis kalimat. Tetapi 
jika kalimatnya memuat banyak tanda operasi maka diperlukan ba- 
nyak tanda kurung. Untuk mengurangi banyaknya tanda kurung maka 
diadakan kesepakatan di bawah ini : 


Ia 


DAYA PENGIKAT TERKUAT C 
DAYA PEMISAH TERLEMAH C 


*) 

& 

-N 


■H 


<ef*v 


£i_I 


DAYA PEMISAH TERKUAT 

1 

DAYA PENGIKAT TERLEMAH 


—) K. 


Setelah adanya kesepakatan di atas, maka kalimat "A ==4- (b & C) 
dapat ditulis sebagai "A ==4 B & C» (tanda kurung berkurang). 
Tampak bahwa kesepakatan di atas memberi daya pemisah yang^le- 
bm besar pada » ==4 » dari pada » & " . Sebaliknya daya pengi- 
katnya < & 1 adalah lebih besar. Oleh karena menurut kesepakat- 
==* " dan » 4=4- » mempunyai daya yang sama , baik pemisah 
maupun pengikatnya maka pada "A ==4 (B 4=* C) tanda-tanda ku- 
rung tak dapat dikurangi. Sebab pada tanda-tanda operasi yang 
mempunyai daya yang sama kuat, berlaku association to the left 
artinya tanda mana yang lebih dahulu muncul, operasi itulah 

yang dikerjakan lebih dahulu. Setelah adanya keseoakatan di 'atas 
kalimat 

(A 4=4 B) ==4 ((A & C) 4=4 (B & C)) ditulis menjadi 

(A4=* B) ==4 (A & C 4=4 B & C). ^ ==, ttU, 

^ ^ *=$ (A Y& t==?> s b t' cl ) ) i 

- nda yang mempunyai daya pemisah terkuat di antara tanda-tan- 
da yang tampak disebut tanda_dominan . Pada bentuk di atas, tanda 
dominannya edalah tanda kedua dari kiri, yaitu tanda implikasi. 
Tanda dominan inilah yang terakhir dikerjakan. 


X 


4 'V ~ 

tyWu ( \sA V o. I e 


30 


A 'V A v*s /• r\ i' V t' 

/ ’ f)') =•) f C Ayc) /--> Af, „U^U* 

A .• ■' f., v Avc c^> AV) 

,mv„ pnmlsah' c suVtHa‘'rTda dapat 'diperkuat dengan menggunakan tan- 
( tnndB -tanda ) titik, untuk mengurangi lagi banyaknya tanda 
\ n f u ok dengan kesepakatan : 

Dongan menggunakan tanda titik/ maka daya pemisah suatu tan- 
. 1 , d I porkuat ke arah sebelah pada mana tanda itu diletakkan. Su- 
h liU Umdo yang diperkuat dengan tanda titik, lebih kuat daya pe 
ml "ihnya dari semua tanda lainnya. Dua tanda titik lebih kuat da 

. , n „tu. tanda titik, tiga tanda titik lebih kuat dari dua tanda 

iillk don seterusnya. Misalnya : 

n a B.&.C diartikan M (A ==^ B) & C" 

••A B.&.C = B” diartikan "(A = = £ B) & (C 

HA . »■> B.&:C ==> A. ==> B" diartikan ”(A ==» B) & ((C ==» A)==^ B) 

,'tl tampak pada contoh-contoh di atas maka peranan tanda ku- 
i «m ,, < 1,1 pot diambil alih sepenuhnya oleh tanda titik. Dengan demi 
I |« mtldipat NOTASI TANDA TITIK. 

llnUii moneubah notasi tanda titik menjadi tanda kurung dan seba- 
li l«y« moka dimulai dengan menentukan tanda dominan (yaitu tan a 
daya pemisah; terkuat) lalu bekerja ke luar. Sebagai con- 
Inh !M)inp pengubahan pandanglah : 

A ==4- B.&:C ===$• A. ==4 B 
A ===»B.&(C ===* A. ===» B) 

A ==4-B.&((C ==^ A) ===7" B) 

.(A ==»B)&((C ==4> A) ===>B) 

u , ,-d. notasi tanda kurung maupun tanda titik maka mengguna- 

| „blh banyak tanda kurung (titik) dari J»da yang minimal, 

II I.olnhkan, demi memudahkan pmnhoouun. MtH«)uyn : 

(, (IAA — ♦ B.&:C =»>)> A .&B l'- (C&A —t ■■♦A)acB) 

I, „AA. A .M 2'. (0*A> A)M) 

1 , 1 , (minilloon pertama banyaknya Undn-tonda U MU (Uiminr.) nd0 " 
minimal, namun pcnuUm.u U»du« lablh mudah dlhacn. Sering 
„„.t tanda kurum d«n*an tanda titik daPlPtunakan ae- 
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perti dalam bentuk "(A ==4> B) ==4> C .v( AvB) " di mana jelas bahwa 
tanda disjungsi pertama adalah tanda yang dominan. 

Dalam ilmu hitung bilangan kesepakatan seperti ini jugci di 
temui yang juga dibutuhkan untuk mengurangi banyaknya pemakaian 
tanda-tanda kurung. Kesepakatan seperti ini berlaku untuk opera- 
si hitung pokok yaitu " + " , " - " > " x " dan : " ’ 
Kesepakatan atas kekuatan daya pengikat dan daya pemisah pada 
operasi hitung adalah seperti tercantum pada tabel berikut . 




DAYA PENGIKAT TERKUAT 

X + 

DAYA PEMISAH TERKUAT 

DAYA PEMISAH TERLEMAH 
— 

: - 

DAYA PENGIKAT TERLEMAH 


Perhatikan bahwa urutan pengerjaan baik pada operasi kalimat mdu 
pun pada operasi hitung semata-mat3 adalah kesepakatan dan bukan 
sifat operasi itu. Tidak sda satu hukum (sifat) pun yang menye- 
butkan bahwa operasi perkalian lebih kuat dari operasi pev. jumlah 
an, demikian pula tidak ada dijumpai satu sifat yang mengharuskan^ 
operasi "dan" lebih kuat daya pengikatnya dari pada operasi 
seningga operasi u dan" harus didahulukan dari operasi at-u . Ke 
sepakatan bisa saja sewaktu-waktu berubah sesuai dengan kepentio* 
an namun sifat tidak dapat berubah. 

Di samping notasi-notasi yang disebutkan di atas, masih de- 
kenal notasi lain yang. disebut NOTASI POLANBIA yang berasal dari 
LUKASIEWICS seorang logikawan berkeba ngsaa n Polandia. Keuntungan 
dari penggunaan notasi ini ialah bahwa notasi ini sama sekadi ti 
dak menggunakan tanda kurung maupun tanda titik. Hal ini dicapai 
dengan meletakkan tanda operasi tidak di^antara , melainkan di . 
depan kalimat-kalimat komponennya. Tanda operasi disajikan de 
ngan huruf-huruf besar. Agar tidak menimbulkan keraguan maka ka- 
limat-kalimat komponennya disajikan dengan huruf-huruf kecil p,q... 
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?XS 

T t ' 



• <.• 


Uvl 


— c, 'VS-, i.. ; 

Muka : «v , 

■ • [ i 

"p & q" ditulis "K p q" '(Kon ju^si ) 

"p v q" ditulis "A p q" (Alternasi, Disjungsi) 
iip ==£ q" ditulis "C p q" (Condisional, Implikasi 

n p 4=4. q» ditulis "E p q" (Ekuivalensi, Bi-implikasi, Bikondisio- 

nal) 

"^p" ditulis ' "N p" (Nqn, negasi) 


Uontoh : Bentuk ''p & q ==» p v r” adalah suatu implikasi dari 
nuotu konjungsi dengan suatu disjungsi (alternasi). Maka dengan 
notasi Polandia ditulis sebagai "C K p q A p r". Cara umum un- 
tuk mengubah notasi tanda kurung (titik) menjadi notasi Polandia 
lulah demikian. Pertama-tama kita menentukan tanda dominan dari 
bentuknya . Contoh : Pada bentuk 


p & q ==> r : <*===$ : p & r ==4 q 
tunda dominannya ialah tanda ekuivalensi (bi-implikasi), yaitu 
11 J n dalam notasi Polandia. Tanda ini ditempatkan paling depan. 

1 mnudian di ruas kiri ditentukan lagi simbol yang dominan. Sete- 
luh ruas kiri diselesaikan dengan lengkap maka ruas kananpun di- 
tungani secara demikian. Maka bentuk di atas menjadi : 

E "CKpqr C KpNrNo 

uontoh lain p" menjadi E NNNpNq 


1 1 m i.a n tabel untuk menentukan nilai logik dari suatu kalimat 

jumuk diganti dengan prosedur di bawah ini. Misalnya kita men- 

I nilai logik dari suatu kalimat majemuk "CCpgCNqNp" untuk 
1 . T dan q = T 


CC p q C N qH p 

C C T T C N T li Q 

C T C F F 

C T T 


T 


, S-^r^y^ 'A**' 

- .* .|i | .f t c r j *t a, < A L 

. , > l r t ‘y ’ ' 1 


T'- 6, i> A -i -L'* &r -'l- 

Maka nilai logik bentuk di atas untuk pemberian nilai p = T 
dan q = T adalah T. 

Di bawah ini disajikan daftar notasi dari berbagai penulis 
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BUKU INI 

PEANO- 

RUSSEL 

HILBERT 

1 

POLANDIA 

p & q 

P • q 

P & q 

X p q 

p v q 

p v q 

p v q 

A p q 

^ P » P 


P 

N p 

p q 

p ^ q 

p — ^ q 

C p q 

p 4=^ q 

III 

q 

E p q 


Perlu diperhatikan bahwa notasi " dari Peano-Russel dimaksud 
sebagai ,f sehingga mempunyai daya pemisah yang lebih kuat 
dari tanda-tanda lainnya. PVl ==) p - r ^=) : p ^ 7 

t t 1 ; t . 

W ' TIHAN EftK CK P ,Mr |M f - 

1 . Tulislah bentuk-bentuk kalimat di bawah ini dalam bentuk sim- 
bolisme logika, kemudian buatlah tabel nilainya. 7 &v*U % U'5^ [-7| tV 

a. Ia datang terlambat dan pertunjukan telah u sa i ^ ^ ^ 

b. Itu suara orang menangis atau suara kucing* AUO 1 ^ p p 


Kalau orang sakit, biasanya ia° tindak masuk kerja, 


cx 


c . _ ^ 

d. Ada m /masuk dan terus duduk, sedang Hawa tetap duduk* A 

Pn , ) a 3c 'VA:&XcJk -—f\ * A ^ 

(e'. Meskipun kalah; jago itu tetap bertarung sampai mati. -E. •w, 

f. Ia pindah ke Jakarta dan bekerja di sana, sekaligus sambil 

P ) p- .. 

melanjutkan studinya. f 7^ M' 

g. Ia tidak lulus, tetapi ia tidak menyesal, bahkan ia tertawa 

seli* '"'•p-Vij 4 r 

h. Ia anak p».ndal,.atau la bukan anak berbakat , tetapi ia ee .edar 

anak rajlr.. (P V ’ 'V" ^ 

i. Kalau ia bukan anak pandai, maka ia tentu anak berbakat dan 

bukan hanya nokedur anak rajin,, AR-Wk Wi V***-*- 

j. ni.pnngi-.'Mloi- iniimik rumah, sambil, melepaskan tembakan, sehingga 
tuan rumah mlMigglBll ketakutan. P a ’i -) r" 

i 


(i'? c ; 7 ] /■ i o\ - V . t jy x j.) 


I ' 1 ' “ »<4 f-/[ - 

’ \ ^ /n -'r i 7 \\ 
w * ,? i » 
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Hunilah tabel nilai bentuk-bentuk pernyataan di bawah ini : 
"• P & ^ b. p = 4 . q c . (p & q) =^(p v q) 
il. p & q v q 4 =^ p 


(p => q) v p <=> q 


r • (p (:q V r)) & q v (p £=* r) .• 


: " ,,ua l dengan kesepakatan tentang kekuatan operasi hitung 
lin I Iniat, tulislah bentuk-bentuk di bawah ini dengan banyak- 
nya tanda kurung yang minimal. Kemudian ubahlah notasi tan- 
du kurung menjadi notasi tanda titik. 

n. (A & B) =» (A *=*.{B y C)) CK idLC^Abc 

li. (A b) =» (C => ((A & B) v C) ) C C C(_ A K e. , 

. . (A B) <=> ((B & C) v D) A- K &: d 

.1. (A => B) => (C => (A & B)) C Cc v L C c 
n. (A & B) v C) => (A & B) 

inda bentuk-bentuk di bawah ini ubahlah notasi tanda titik 
mon Jadi notasi tanda kurung. 

A & B =S» C : <=» : B => . A => C C ( ',U< . 

b. A . v . B v C : — > : A v B . v . C \>zAA*Jt c 

-s D E A 


" • A B J : : : B =^> C : < : . Or=^ D : 

C<-*4CC0t ce e ^ CCje.Cai . , 2 _ 

1 * A • v • B & C : 4=> : A v B L.& . A v_l- 


- / f-f-^ Y . , 

5 C K V f T O 


T 


"• A v B . <*=y . p =J. q 

b T» n luka n nilai logtk dari "E C K p q r C p C q r" 
nilai p « F, q = p dan r = T. 

nam iklan juga nilai logik dari " ENCpqKpN q" untuk 
c * T dan q = F, 

(f H) & ^ V 

luh "E K p q N A N p 'N q» menjadi notasi tanda kurung 
'Imii i * tasi tanda titik. Demikian juga "E C K p q r C p C q r" 

■ M b" Illah bentuk-bentuk pada soal 3 dan 4 ke notasi Polandia. 




I M 4^, 


A \/ 


f A- . I \<U A,., i P. a K/ Irc? 'A., A . . 
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('K- OSV * "U 

^ i- 

•v ■=* A& o «--O 


C» 




10. VARIABEL kalimat, TAUTOLOGI DAN KONTRADIKSI ' 

Pada bagian ini dibicarakan konsep-konsep dari logika kalimat 
yang sangat penting. Pertama-tama akan dibahas VARIABEL KALIMAT. 
Pengertian ini adalah analogi dari variabel numerik yang telah 
dikenal dalam aljabar. Demikian juga kalimat konstan adalah ana- 
logi dari konstan numerik. Kita ingatkan kembali bahwa semesta- 
nya hitungan kalimat adalah himpunan fakta (peristiwa, situasi, 
state of affairs) yaitu unsur-unsur dari dunia di luar bahasa. 
Sebagaimana kita memerlukan suatu lambang (yaitu angka) untuk 
untuk berbicara tentang suatu bilangan tertentu (yaitu anggota 
semesta dalam aljabar, atau ilmu bilangan) maka kita memerlukan 
suatu lambang juga untuk dapat berbicara tentang anggota tertentu 
dcari semestanya hitungan kalimat. Seperti diketahui, lambang ini 
disebut KALIMAT KONSTAN , untuk mana dipilih huruf-huruf besar 
M A M , M B-, . . . Demikian juga kita gunakan lambang-lambang (bi- 
asanya dipilih huruf-huruf kecil ’«x” , "y" , . . . ) yang disebut 
variabel numerik, untuk berbicara tentang bilangan (yaitu anggo- 
ta) sembarang , dari semestanya. Huruf-huruf ini menempati ■‘-em- 
patnya angka-angka (konstan numerik), umpamanya bentuk : 

"2x + y - 6», "x 2 - y 2 * (x + y)(x - y)». 

Analog dengan konsep variabel-numerik , ada konsep variabel kali- 
mat dalam hitungan kalimat. Biasanya untuk variabel kalimat dipi 
lih huruf-huruf kecil “p", "q‘*, . . . Huruf-huruf itu juga ber- 
peran sebagai pemegang tempat, tetapi sekarang bukan pemegang 
tempat dari suatu konstan numerik melainkan dari suatu kalimat 
konstan. Maka didefinisikan : 

DEFINISI : VARIABEL KALIMAT adalah lambang (u osur bahasa) yang 
melambangkan suatu peristiwa (fakta, situasi dsb) 
sembarang. lambang itu menempati tempatnya suatu kali- 
mat konstan. 

Analogi dari suatu fungsi DESIGNATORIK (misalnya "2x + y - 6") 
adalah bentuk seperti "p & q ==*r". Rangkaian tanda ini dise- 
but BENTUK KALIMAT (STATEMENT EORM) karena setelah para variabel 


cCY \v C ?V 


1- 


Tmfc r 


C y \^ C Y 

r 1 m f ^ 


>4 <Lp Cjf i 




' ' , ' ,l ' , : nya digantl den £ an kalimat-kalimat konstan maka bentuk 
•»« monjidl kalimat pernyataan (yaitu lambang dari sua tu, situasi 

DSlam *“ da ^ tanpa memperhatikan fakta, yaitu ta " 
«taervasi kalimat-kalimat seperti : ** 

’Mono adalah presiden A.s. atau Jono bukan presiden a.s* (avI). 

M adalah bilangan prima atau 4 bukan bilangan prima", 

nilai sebagai benar. Penilaian ini didasarkan atas losika 

l'! 21^^ inl -nyatakan 

,11 r. . , u ter M adl 8 tau peristiwa itu tidak teria 

'H. nohlngga kalimat-kalimat "AvA<> m Bv B" 3 

n t Inl hpnar = i 4. ' ’ D .... senantiasa ber-- 

-nar tidak tergantung pada »A» , »b» „ , 

;;:;r ™ i ;c a *r s rr 

^Hk.?dL l ga^ b \ r „LTer„ r „“L^r”Lr p ' ttl " x2 ■ y2 ■ <x * y>( * - 

r •««».. s = te 

mT« "“" lk “ k ‘ bent “ k aa «"« a “ berubah 

, ,.b.v ~r tCu r r - r a ke daia ” r “ Ms aijabar 1,1 *«• «- 

i k °" ,ta " " 4 ” “ ka «IParolah kalt M , d etlaratl f d * „n al 

«»- yaitu »25 - 16 - (5 + 4)(5 _ 4)< S " nilai 

k ftt"™lT l0S ‘ U '“‘ at dala " l0Slka kall “* • aaiopal- 

KlCa P 3 ^ 3 konsep TAUTOLOGI. 

IN, «I « Bentuk-bentuk yang memuat variabel kalimat dan yang 
Sowi" hUkUrn ~ hUkUm darl loglko kalimat disebut 

ZTL U J t 0 l 0 S l UU merupakan hukuro dala "> logika kalimat 
E ,.1 L T dari para varia bel dengan kalimat-kali- 

l’. me ° ghaSilkan suatd kalimat dengan nilai be - 

*\ "* l 8333 Untuk setia P Penampilan dari s atu huruf tertentu 
' M ti tusikan kalimat konstan yang sama. tU 




«< V|i' 




•v-A.-.. u,.a c a . 


1 - . 


p V p 

P ==» q . . q ==;> - 

(P *===> q) ==* (p & r q & r) 


Contoh-contoh da ri tautologi ialah 

h- 

I— 

I — 

Kadang-kada no- in* 4-0 a 

b *hwa ya 0g dlbahas tka ° 

(statement form) seperi »p =-» U aUt ° logl d | n bukan bentuk-bontuk 

nakan tanda » j b Q & r " ‘ U ™ keperluan itu digu- 

kan di depan ta^logl 1 h BBtUk tautologl / a ng diletak- 
wa suatu bentuk itu merupakan ^ut^^r ’ ' J " tUk mernbuktika n bah- 
tabel senantiasa membawa hasil JikaT tT met ° da Pengislan 
logi maka dalam lajur dari h V ! “ Beru P ak *n tauto- 

pemberian nilai ( V al Ue a aa i u n ya akan tampak T untuk setiap 
-Va tidak ada T - 

o-ng ha rus beker ja secara sistemat ^' ^ 
biskan semua kombinasi nilai n , k harus m engha- 

untuk p, kemudian segala kemu T U ° tUk pemberian nilai T 

r disertai dengan pemberian nilaiTuntuT k ° mMnaSi nUai q dan 
Pada contoh di bawah ini „ 4- , ? ^ k P ’ se P er ti terlihat 

ni analog. " 10 \* U ° tUk lebib da -i tiga variabel ditanga 
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I 


\ Ou 'p Ictu , 

THe> rinji 

‘ ' ?/|v« Wuw* Sy<^ 


( ^Vks) 


' p 0 lVv ^-n- 

<. r, - *» /'•Kcrdu- 

•luat u ’\^^T 31 

3uatu bentuk merupakan tautoWi v-, 

P°da lajur untuk bentuk it +■ S ~ - arnana dan ha nva 

j» itu uld u. 

I>ukan tautologi t» tani ha v mau P un nilai p, maka bentuk itu 

rtlotoda dengan pengisian tabel' ll ! pen y el ^ikan seperti ini^ 
flION PROCEDURE) . 6 disebut PR °SEDUR PENENTUAN (DECI- 


Di samping metoda tabel nilai =a= 

T™ membuktikan sua tu b e ?'* ^ leMh 

nra lnl tWak dengan pengisian tabel \ " 6rUpakan tea tologi. 

d — 


(p^=^ q) ===* (p & r *=* q & r) 


7 


/ 


Untuk membuktikan bahwa bentuk ini 
nmutl bahwa bentuk keseluruhan merupakan tautologi maka kita 
" ka n tanda do-inan^:^ merUPaka " ^^lilsasi (perha- 

nuutu implikasi ltu bernilai b ^h 01 ’ kUa ketahui bahwa 

konsekuennya benar. Antee h e " ar antesedenn y a salah atau 
mompunyai nilai van!r h 6 ennya pas ’ t i salah jika "p» dan »qn 
■« dl mana -p., J 0 f,?"* "V* 1 * cukuplah menyelidiki kejadi- 

Tot«pt dalam ke adian , 7^ ° Uai logik * »"« -a . 

tanda impl ika3i pasu^'f 1 ^ 3 * 6 " 81 y ® n * terletak dl sebelah ka 
y*'” demikian konsekuen dari seLruTb’ Vl"' ^ ^ T 
dU " terbUktil - — bentuk itu merupakan ^tautologi ^° ilai ^ 


v'/ C ° ra pembuktian lainnya "dana 't -s, 

‘iii5Hrdum (bukti kemustahilan) ProTed ^ de " San ~ 

salah ha nyPa rahim „J, k ° rono BUBtu Wtkaat 

l "' n " salah. Mak a kalau be^uk Tt^T ^ ^ k0 ^~ 

nlI «tu pemberian nilai kenada . tautologi, pasti 

M " •f'iioden bernilai benar seda L 1 varla bel yang mengakibatkan 

* oo bernilai benar ika T, 'J ^iUt salah, 

,nl k'dbsekuen tak mungkin “• ^ 

'•'"Hkuh terakhir ini riiHn + salah, apapun nilainya '! F m, 

- ***** ^ ™ 

'*") hni'Dilai p raaka penganda ' - 'T ^ ^ tidak munskln 
' Itu «uotu tautologi ldn sehingga terbukti bahwa ben 

Ujty&VL 

■Al' 0 t < n 






n i Vaa_ 


f 1 - y . 

' ' I 

- .. -i. i 

"f i 'i 


Tp e=5> ^ ) CrV f 
' ’ 2 . i I : ^ ' I 'lM 

'T ' - ' 


i i 1 


i : v; 

I !-> i i 


(~ 'f° ' V ' ' ' 

^ 0 4 , \ ► ^ 


T 


LATIHAN 

denean m ^ entuk " bentuk d i bawah ini merupakan tautologi 

eng si tabel nilai. Kemudian cobalah membuktikannya do 
nga Y ara P en S a matan dari luar tabel. 

'* ( V?V ( p-^) &( q ==, P ), ,/ 

2 * ( ?7«>'^. ( PTq)4(5T P ) ' ' 

@( f &‘q) --.‘/(p & 'r) '-V q 

4. P (q ==» r) . 4 ==» ♦ Q ==» (p ==» r) 

5. p ==> q . 

i ^ 


V) 


7 A-r/- I rfl't / 


• (q ? r) *:*“ & p) 

(buktikan pula dengan reduetio ad absurdum) 


Sv.Hc ,, 


Suatu bentuk yang memuat variabel-variabel kalimat dan yang s e nan 
Uasa mempunyai nilai p (salah) uotuR setlap pemberiU[) ~ 

tuk ^TT\ Ai d T Wnya ' di86bUt K0NTRADIKSI * Misalnya ben- 
diksi. " ! * ^ ngkaran (negasi) dari setiap tautologi adalah kontra 

. vuhuup^,..- /^- , - a[ ° f V^.i W\vlT„>, 

. A\ L i ' 


V y,,v a wUuv 

t/lUU - ^^r 2 - -A . 

i 1 . RUMUS-RUMUS TAUTOLOGI DAN PENGGUNAANNYA T 'A J 

Psda uraian berikut ini disajikan rumus-rumus tau.tologi'^pen-^ • 
mun nenaT^ rUn,US 101 dlbuktlkan den g aa ™etoda tabel. Na- 

atas ser \° v 1U3r tab81 tel3h dtbica ^ aka " di 

^^13 t da S k daPat menCaP8i h8Sil ya ° S lebih «-P-*, la- 

dudukan ®" P " t rUn,US y30g Perta “ a ™^nyai ke- 

: - 603 merUp " kaD 3pa yang dlsebut reali- 

khu ausnya , SUatU Abstra Si Booleao Algebra , di mana pada 

adal3h dari - = - dalam aljabar 

mus^terseh T ” 3 UUv * dap9t diturunkan dari keempat n ,_ 

sini. S U ’./ amUD P ^ ndekataD se Psrti itu tidak dibicarakan di 


'\4 Xa^'^vL‘ 


ku Bw L'» 

^ ^ feuU. 


f). 


7. 


n. 


t 

W ryv <^-^ y,... A ,.c ' (i , 

Ah.^a^ V|o<;. IiUaiJ' C X 


1 f 


p & q <===» q & p 
p v q ^===> q v p 


K ' 'i ~ 

Hukum komutativitas konjungsi 
dan disjungai 


4P 


(V 


b 


p & (q v r) (p & q) y (p & r) Hk . distribu tivi tas kon- 
jungsi terhadap disjungsi 

p v (q & r) (p v q) & (p v r) Hk. distribu tivitas dis- 
jungsi terhadap konjungsi 

T suatu kalimat yang bernilai benar 
F suatu kalimat yang bernilai salah 


p & T T & p <===> p 
p v F <===> F v p p 
p v p <==:> ? 
p & p <=■=$• F ( lto,W 4 ^ 
P 4 ==^ p 
P 4 ==» P 
p & p . 
p v p . <*===>. 


^C^c) 1 


Hk . identitas 
Hk.- negasi rangkap 
p Hk . idempoten konjungsi 
p Hk. idempoten disjungsi 
(p & q) & r $===> p & (q & r) Hk. assosia tivitas konjungsi 
(p v q) v r <===> p v (q v r) Hk. assosia tivi tas disjungsi 


<===> 

<==* 

<===> 


O) 


p 
T 
P 
P 

p v q 


r ^ r ^ r 
r ^ r f . 

T’ -4 ^ 

. v g 6^ f V 


( 


«'T 


~ — * Kd\.-T 




P «♦ q . 9 

p <r=» q . . (p v q) & (q V p) 

P <===* <3 • <==? . (p & q) v (p & q) 

P *"=? q . <===£ . (p ==*> q) & ( q ===> p) 

Mloolkan harus dibuktikan bahwa : A bilamana dan hanya bilama- 
n'i B, disingkat A bhb B atau A «===> B, Maka kita berusaha mem- 
buktikan B dari A dan sebaliknya A dari B. Bukti selesai. 

' M * M ?v A7 ^ ^ r ^ f* Cp>/f ) - 5- 

• vivH rnlhM 'f f 

'j y f vr * f \A * 2 s J- £ 

A _ v r> \/c v ^ _ / -r\ 




' ‘ IpCAvL^v^. ^ 
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10 . (p ===* q ) & (q ==£ r ) t <===> _ p 4=^ r 

Rumus ini menyajikan sifat transltivltaa dari implikasi 

11 . p ==* ( q = =4> r ) . <==* . q == *> ( p ===> r ) 

Misalkan kita harus membuktikan A ==* (B ==4> C). Yaitu do - 
ogan ketentuan A, kita harus menurunkan C dari B. Karena tuu 
tologi di atas maka kita dapat mengambil B sebagai ketentu- 
an dan menurunkan C dari A. 


12. p ==* ( q ==* r) . <===>. . (p & q) ==* r 

Ini disebut hukum EXPORTASI-IMPORTASI . Untuk membuktikan 
A -=4 (B ==4. c) maka dibuktikan (A & B) ==£ C. Yaitu kita 
ambil A dan B sebagai ketentuan dan dari ketentuan ini kita 
membuktikan C. Rumus ini dalam praktek matematika lebih ba- 
nyak digunakan dibandingkan dengan rumus 10. 

H. p & (p ==* q) . ==* . q 

Hukum MODUS PONENS. Hukum ini sangat penting. Biasanya ru- 
mus ini disajikan dalam bentuk skema : %*>,!*■; -j , 

a. p, r 4 =s p» 

X) t/ c£ 

r r_ r 


-l -r 

14 . p -==* q . . q ==> p Hukum KONTRAPOSISI 


* — * 


Hukum ini amat banyak digunakan dalam soal-soal matematika. 
Yaitu apabila orang menjumpai kesulitan membuktikan B dari A 
(.j -tu membuktikan. A ==^ B) maka dapat dicoba membuktikan 
B 5 . Sebagai illustrasi : 

Buktikan, apabila ^ ( 1 + (_i) n ) ganjil maka n pasti genap. 


Bukti : Kontraposisi dari kalimat di atas sangat mudah di- 
buktikan. Ingkaran dari n genap adalanh n ganjil. 
Tetapi jika n ganjil maka l'. ( 1 + (-1) n ) = 0. 
Karena o itu bilangan genap maka bukti telah selesai 
karena kontraposisi kalimat di atas telah terbukti. 

Cr=>t") f v: \). ** V 

' ,b 


P ^ Trj ~ir) fr”) Q -=) C f’ ^ r J 


k 'Wa-<X 1 l '* 


) 


(1 Pul'l . 




q & (p ==4> q) 
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q & (p = =: J> q) . :==* . p 

Hukum MODUS TOLLENS, yang dalam bentuk skema sering ditulis 

<=K fi 

p) v c f 


ot 


($■ * p) v $ " A 

(p4==4 q) . £===> . (p ===> q) & (J ==> q) 

f I 'f) _£=>-. ('f i) V C 4 ^ P )• ^tr^sWvw^ 

Rumus Ini langsung diperoleh dari rumus 9 dengan merf&ambll 
kontraposisi dari implikasi kedua di ruas kanan. Sebagai 
i Ilustrasi perhatikan soal di bawah ini : 

Buktikan bahwa tempat kedudukan dari titik-titik yang ber- 
jarak sama terhadap ujung-ujung M dan N dari ruas garis MN 
adalah garis tegak yang membagi sama besar ruas garis MN . 
Bukti. Tempat kedudukan dari titik-titik yang memenuhi sua- 
tu syarat didefinisikan sebagai himpunan titik-titik dengan 
syarat tersebut sebagai syarat keanggotaan. Maka titik-titik 
pada garis tegak dibuktikan memenuhi syarat itu dan titik- 
titik di luar garis tegak dibuktikan tidak memenuhi syarat- 
nya. Apabila "A" adalah singkatan dari "Titik P terletak pa- 
da tempat kedudukan « dan "B” singkatan dari "Titik P memenu 
hi syarat " maka yang harus dibuktikan ialah benarnya kali- 
mat "A B" . Mengingat rumus 16 dan hukum kontraposisi ma- 
ka cukup membuktikan A ===> B dan B ===> A. Bukti-bukti diker- 
jakan dengan menggunakan gambar di bawah. 



aC 

B, 


y 

' 

y 

\ 

y 

\ 

/ 


y ^ " 

' v 



/ ^ 

'S \ 

-jLI 

1 ^ sN 

t 

I 

1 

r 


Buatlah bukti selengkapnya. 




r ® W < f c\ajua 

i <£\Wia 


y 3 

(J: J . X i 

5T_ i ( T 


17. P = =; > q . <f==^ . p & q 


P & q . <$==> . p v q 


<< ^ C'^Qv\ Iv^uL^ 

^ T-> f 

■ f M T v ' 

ingkaran dari implikasi 
Hk. De Morgan pertama 
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p v q . £==» . p & q Hk. De Morgan kedua 

p £===> q . <==^ . (p & q) v (q & p) ingkaran ikuivalenai 

Rumus-rumus ingkaran di atas banyak digunakan pada bukti-bukti 
dengan REDUCTIO AD ABSURDUM yang dibicarakan di bawah ini. 

Bentuk umum dari bukti dengan REDUCTIO AD ABSURDUM (KEMUSTAHILAN) 
adalah demikian. Dimulai dengan menganda ikan bahwa yang berlaku 
adalah ingkaran dari yang harus dibuktikan. Dari pengandaian ini 
diturunkan suatu KONTRADIKSI . Karena kontradiksi tidak mungkin 
terjadi sedangkan penalaran yang ditempuh sahih maka kekeliruan = 
harus ada pada permulaan penalaran yaitu pada pengandaian . Sehing 
ga pengandaian harus diingkar. Dengan menggunakan ingkaran rang- 
kap maka tercapailah apa yang harus dibuktikan. Apa yang harus di^ 
buktikan dapat berupa kalimat atomik ataupun kalimat majemuk se- 
perti implikasi dsb. Dalam pada itu rumus 17 mungkin dapat diper- 
gunakan. Sedangkan kontradiksi yang terjadi bisa beru pa diturun- 
kannya dua kalimat "B" dan "B" ataupun sesuatu yang bertentabgan 
dengan ketentuan atau dengan sesuatu yang sudah dibuktikan dalam 
matematika. ' 

Berikut ini disajikan beberapa bentuk dari pembuktian dengan 
reductio ad absurdum. 


18. p ===£ ( q & q) . <===£ . p Reductio ad absurdum bentuk pertama 

Bentuk ini menyatakan bahwa apabila dari kalimat "A" dapat 
diturunkan umpamanya "B &lB " t maka dapat disimpulkan benar - 
nya "A" . 

Sebab : 

A =-=$ (B & B) . . A Bernilai T karena tautologi di atas 

S (B & B) Bernilai T karena diturunkan dar K 


A 


Bernilai T karena modus ponens 
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Duktikan tahwa l/i adalah bilaagan irrasional. 

HUktl ‘ Mlansau ^raaional adalah bilangan yang dapat disajikan 
sebagai basil bagi bilangan bulat sedangkan ingkaranoya 
adalah bilangan irrasionana 1. Jelas bahwa bukanlah 

' T *' — ■ lk3n b3hWa - Adalah bilangan • 

("Islngkat A) dengan bentuk 5 7 2 di mana m dan n relatif 
l'i'lm dan n { 1 . Sehingga 

m 2 

m _ 9 o 

“ 2 stau 

bah “ ■ pas « =«»»>. k»*dr«t„ya g eMp . Jlta de _ 

“ ka " P astUah MH (m dso n reli 

*“ » - 2p 0.. » . 2, . 1, sehingga .2, „ p 2 „„ „ |„2 yMt „ 

’ — 1 ?1S Jlb,kl ° 1>h < B). Sedangkan 0 2 . 4, 2 4, e , 

"‘7 Z”' ■ 8,2 * 8 ’ * 2 d '" ‘J' 2» 2 - »rena .2 , a „2 » kJ 

4 ' " ^ d kaingka t B) . Tampak bahwa 4 | m 2 dan 4 f m 2 .arapak.n 
kantradiksi. Kara.a dari pengandaian diperoleh (dltnnnnkan) 

kontradiksi maka pengandaian harus diingkar dan bukti selesai. 

p 4 p . 4 . p Reductio ad absurdum bentuk kedua 

Untuk membuktikan i maka diandalkan K. Apabila dari K ini 

i.7tu J 1 *”™”"’" * daU " Pi»te-nya terdapat kontradiksi, 
oltu A karena diandaikan d.„ A karena dibuktikan. Sehlnssa 

~ 1 :: r:: 1 i i r r d ’" sao ha,ti * * — *«• 

•atgula sesuatunya ini sesuai dengan : 

^ A Bernilai T karena tautologi (sesuai dengan 19) 
Bernilai t karana A diturunkan dari A 

A Bernilai T karena modus poneos 


t 


Contoh 


^ /TAj’g 


A =3 £> 

A ^ ^ y\ y & 


V' W'* UyCw 


J2* 


Avf -) p 

g S i""e“h dpabila *■ habis diba- 

gi oleh bilangan prl. p „ aka , h abi. dibagi oleh p. 
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dari "ilmu "hit" dl ’ l “ gkat ”*"• Klt * teorema 

ganda »„ ^ 

*°r T . dibagi ; 

sedang p-f x maka n v 171-1 -n . i ™ o » u P x - x 

s maKa P|x . Demikian juga p x m ' 2 „ ,«-3 

terusnya.. Akhirnva t> Kr t» i ij ^ 1 • P I x dan 80- 

/ >iKnirnya p | x. Buktinya selesai. 


20. (p & q) - = -^ n . 

P => q Reductio ad absurdum bentuk 
ketiga 


Contoh : Semesta himpunan hilangan riel. Untuk semua (a, b), apa- 




Bukti. yang harus dibuktikan ialah suatu implikasi A B . 

yaitu A & S ( liha t n^Da' 7f ^ ^aikanT^T?, 

tikan B. Apabila berhasil ^ l " gkaran 1D1 klte berusaha membuk- 

Maka A & Z 2 , ^ terd3pat ko ^radiksi dengan B . 

naka a & B harus diingkar, sehingga a -==*. p + v , 4.. 

prosesnya dilakukan demikian : ~ Uktl * Selan ^ ut " 


B berarti a > b atau a 
a - b 


b > 0 sehingga 


a "...b 

“ > 0. Selanjutnya 


diambil sebagai c. Dengan mengambil ketentuan A maka 


2 3taU 2a$ 2b + a - t. Jadi a^b dan inilah B. Buk- 
ti selesai yaitu A ==* B terbukti. 


Segala sesuatunya sesuai dengan : 


(A & B) ==4 B . ==> . a ===> B 
(A & B) ==^ b 


Bernilai T karena tautologi 

B dIri ll A i & T B kare " a ® dlturunkaa 


A ==* B 


Bernllul T karena modus ponens 
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mi l «»li 


Mifl* I 


( P A q) ===> p ♦ ===> . p ===* q Reductio ad absurdum 

bentuk ke-empat 

Apabi la a, b riel dan positif J (disingkat A) maka der- 
lakulah ^ (a + b) £ tyab j (disingkat B). 

Yang harus dibuktikan ialah suatu implikasi A ===>B. 
Ingkarannya . A & B. Dari ingkaran ini kita berusaha mem- 
MUnt) K . Apabila berhasil maka terdapat kontradiksi, sebab A 
illl'Mtihul. Sehingga A & B harus diingkar. Maka terbukti A ===* B. 
MnMdnyu dikerjakan demikian: 

An4'tJJ<ttn £u ,b riel positif ^ dan [ ^(a + b) < ab 1 

I A 3, - ^ 

( " ♦ b + 2ab ) < ab atau 

m » \) X - 2ab < 0 atau (a 
h , •» rlnl. Terbukti A ===£ B. 

Mth« 1. 1 d i atas sesuai debgan 


Maka 

2 2 

a + b + 2ab < 4ab, sehingga 

p 

- b)^ 4, 0. Kon tradiktoris dengan 


01 , 


==£ 4 A B Bernilai T karena tautologi 21 

Bernilai T karena A dit’^unkan 
dari A & B 
A ==^ B Bernilai T karena modus ponens 

==^ . p ===£ q Tautologi ini disebut 


EX FALSO SJS OdlTOR QUOD LIBET (dari se- 
suatu yang salah , apapun dapat dibuk- 
tikan) 

Miimiii n Ini penting karena mempunyai akibat di bawah ini. Misalkan 
•l" h» m matematika terdapat suatu kontradiksi A dan X, sedangkan B 
wan t, u kalimat matematika sembarang, maka : 

A . "«fr . A ==^ B Bernilai T karena tautologi 22 
Bernilai bebar karena ketentuan 


Bernilai T karena modus ponen3 
Bermilai T karena ketentuan 


B Bernilai T. karena modus ponens 
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Tampak kalimat sembarang «B" dapat dibuktikan bernilai benar. 
Kesimpulan : Adanya suatu kontradiksi akan menjadikan matematika 
suatu pengetahuan tr ivia ,1 di mana setiap ucapan mempunyai nilai 
benar. 

Dalam matematka orang membedakan bukti-bukti langsung (dt- 
rect prools) dan bukti-bukti tak langsung (indirect proofs). Re- 
ductio ad absurdum dan kontrapososi dianggap sebagai bukti tak 
langsung. Pada umumnya para matematisi lebih menyukai bukti lang 
sung. Jika seorang matematisi berhasil menemukan suatu bukti 
langsung maka bukti itulah yang disajikan. Tetapi jika bukti 
langsung sukar atau tak mungkin ditemukan maka ditempuh jalan 
dengan bukti tak langsung. 


LATIHAN 


Buktikan bahwa bentuk-bentuk di bawah ini merupakan tautologi. 
Jika mungkin tanpa pengisisn tabel. Notasi yang digunakan ialah 
campuran tanda titik dan tanda kurung. 

cw \( 


^ i- 


1 . 
2 . 

& 

$ 


p : : p ===* q . ===£ . q 

p ===> (p v q ===> q) Modus tollendo ponens 
p & q ==v r : <===> : f & q ===> p 

(p q) & ( r ===* s ) ; -==> . (p & r ) ===*“ q & s 


■■ <d 


(p ==^ q) : ===*• : q & r ===» r & p 


i/ £ u |v\ 2. 

S-jsfck. 

^ ‘hr 

* l tj ,(4^ 


±4 r — »■ 

S- Apabila a,.b riel positif maka 1 (a + b)^\^ab. Buktikanlah 
dengan menggunakan bukti langsung. ° ^ o f 

7 Carilah bukti dengan reductio ad absurdum maupun bukti lang- 
sung untuk soal : Apabila a bulat dan a^ habis dibagi oleh 2 
maka pastilah juga a habis dibagi oleh 2. 

8^ Perlihatkan bahwa untuk membuktikan 

A <==^ B <===> C D <==* E <r=* F <===> G-, cukup dibuktikan 






A ===» B ==^ C ===* D ===> E ===* F ===* 0 «««> A 


LCcr s, $ 1 r) (?*> ^rTv'j) 'J 1 ') 
CfV^rJ-5 Cr-,) v ; , , ,• 

V~r\ V f' ^ r') U p /-i ( ( . i | 


) V' r 



II.KUAN T I F I K A SI 


1 . KUANTOR 

Pembicaraan di atas memperlihatkan bahwa suatu kalimat 

terbuka dapat dijadikan ka lima t deklaratif dengan mengganti se - 

mua variabel dengan konstan. Jalan lain untuk mengubah kalimat 

terbuka menjadi kalimat deklaratif lau», j 

a aekiara tif ialah dengan menggunakan kuan 

an " ( Ax ) " yang dibaca, berturut-turut "terdapatlah 

suatu.x sedemikian hingga» dan "untuk semua x berlakulah». 

indanglah bentuk-bentuk 

(T5x) P(X) 0^*) = 

(ax> p( x ) Vx/Xex) 

Bentuk pertama dapat dibaca : 

1. T erdapatlah su a M. x sedemikian hingga x itu mempunyai sifat P. 

A da gekura ng-ku ra ngn ya satu x dengan sifat P. 

3. Bsbera^a^x: mempunyai sifat P. 

Bentuk kedua dibaca : 

1- Unt u k. : sg n)ua JL berlakulah, x mempunyai sifat P. 

2* Semua mempunyai sifat P. 

Bentuk-bentuk »(Bx)» dan "(Ax)" berturut-turut disebut kuantor 
ilMiltensial dan kuantor universal . Huruf-huruf -'E» dan »A» ber- 
asal dari ucapan-ucapan Inggeris "there exist an x such that» 
dan M for a 11 x i t holds true that". 

Beberapa penulis memakai simbol-simbol berikut : 

Kuantor eksistensial Kuantor universal 

(x) 


(Ex) 

(Ax) 


3x 

Vx 





t (r) -Cp^j 
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f 
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Bentuk-bentuk "(Ex) PfiV' dan 

, . , ,, V ' nx; d3n < Ax ) *00" benar-benar merupakan 

kalimat-kalimat d.kl.,a„ f ksr .„ dapat nl ' aloya 

atau salah Ambil misalnya sebagai semesta pembicaraan himpunan 

bil ng n-bilangan alam sedangkan huruf »p» menyajikan sifat nrim 
Maka kalimat "(Ex) PfxV' munm+ai, • nenya nK an sifat prlm, 

i L32LI mengatakan adanya suatu bilangan prim. 

Suatu kalimat yang benar. Sedangkan »(Ax) P(x)» mengatakan bahwa 

semua bilangan alam mempunyai sifat prim. Kalimat yang salah. 

uruf x yang terdapat pada kalimat di atas disebut Juga varia’- 

, 6 1 * a 3upun Z ara bel tak sejat i untuk membedakannya dari varia - 

yang terda P at kalimat-kalimat terbuka. Dikatakan 

IZ ^ W b Va d ria d el ’' X " dUkat Dleh kuant0r ya "S bersangkutan 

mat kalimati 3 Pengaruh ku3ntor y a "g bersangkutan. Kali- 

kalimaJ t t I"' 3 " 360,03 di dal8 “ nya terikat « diseb ut 

_ . . er U UP * Kallmat ~kalimat demikian adalah kallmat-kali- 
mat dekiaratif. Selanjutnya suatu kuantor itu mengikat lebih ku- 
at dari pada tanda-tanda penggandeng apapun. Ml^Tdengan 

"Ux) P( x ) & (c ==*D)" dimaksud »((Ax) P(x)) & (c ===*D)». 

da-tenda 3 kuru^" da " tanda dapat men S a ®bil alih peranan tan- 

"(Ex) [p(x.) & Q(X) J" dapat ditulis »(Ex) . P(x) & Q( X )». 

riirT 8 " b r a r benar babWa " A(X) ” dibaca ” x mempunyai sifat A» 
berlaku lah» " A * " 3dalah suatu kuantor .dan dibaca "untuk semua x 

tor T kt6k matematika aa bari-hari, sering kuantor-kuan- 

dituli yang terletak 53(13 Permulaan suatu kalimat tidak 

2 2 * wa b au Pun diukirkan adanya. Umpamanya dalam rumus : 

x - y (X - y)(x + y) yang dimaksud sebenarnya ialah ' 

^ '^ X ” y ^ = ( x " y)(x + y), juga dapat disingkat 

x .y) . (x - y ) = (x - y ) ( x + y) dan dibaca "untuk semua x dan - 

kuantor 6 ” 103 7 berlakulah " d3D seterusnya. Akan tetapi kuantor- 
k t t0r Universal T»«»g tidak terletak paaa permulaan suatu kali- 

ragu-ra r gufn terUS berhati " hati k3rena ^P 3 * menimbulkan ke- 

^ ( ^ i) 

y. 
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Karena dalam matematika sangat banyak digunakan kalimat-kalimat 
yang mengandung kuantor maka untuk memudahkan menangkap maksud- 
nya, ucapkanlah ucapkanlah kuantor-kuantor itu dengan lengkap 
terlebih dahulu, kemudian renungkan artinya. Ambillah umpamanya 
sebagai semesta himpunan bilangan-bilangan riel, maka kalimat : 

(Ax) [(Ey) (y 2 < x ) ===» (Az ) (x > - z 2 )] atau 
(Ax) . (Ey) (y 2 < x ) ===» (Az)(x> - z 2 ) 
diucapkan lebih dahulu : 

Untuk^aemua x berlakulah, apabila ada suatu y sedemikian se- 
hingga y lebih kecil dari pada x itu, maka, untuk semua z , x ta • 
di lebih besar dari pada - 

atau 

Untuk semua x berlakulah bahwa, apabila x itu positif, maka x le 
hih besar dari setiap bilangan negatif. 

..(‘hingga kalimat dalam simbolisme logika di ata s tidak lain dari 
mengatakan bahwa setiap bilangan positif pasti lebih besar dari 
nctiap bilangan negatif. 


lah kalimat-kalimat di bawah ini terlebih dahulu, kemudi- 
ngkan artinya dan ucapkan dengan dengan, kalimat biasa. Se 
embicaraan adalah bilangan-bilangan riel. 

2 tc 5 f x 

x £ y ===> (Ez ) ( (x < z & z < y) v (y < z & z<x)> 



' ^ True. 


x+ y=y+x=y 
X + y = y + x = 0 

xy = z ===> k = z v y -■ z 
xz = y y.. - l 

j) A ^ - 2 -5> > K- 

V V\ i^, V- 

I • ' 'i"’ \ektAA^ \AsbJf\b-i, 


/? 


xV w 


9 . ( Bx ) ( Ay ) . xy = x 


3- 


/ 4 y < 



1°. (Ax) (Ay) . y ==> x< yT y< x 




11 • (Ex) . x 2 < ' 0 ==4 






t r- 


V\ 


4 l/ 

URUTAN DARI KUANTOR-KUANTOR 


Perhatikanlah kalimat -d/ ^ 

v ^ \ lwx;(Ky) P(x f y) yang dapat ditulis juga 

«i: ; • mr : r “ at “ * **” •* — --- 

sederhana mLv- ! r! 51031 P de °S a ” Y- Suatu renungan 

sederhana «yakinkan kita bahwa kalimat di atas mempunyai arti 

yang sama dengan kalimat : (Ev)(Ex) Pfr Mo , * . 

mat-kalimaf . , vy;iJnc;p(x f y; # Maka dari itu kali- 

- <«i *r,;rr s^^****- * - 

(Bx)(Ey) P(x,y) *==» ( E y)(Ex) P(x,y). j/ 

Jaia US me d LiT S h3n7a berlaku U ° tuk predlkat tertentu n p» 

digunakan ^7°? setia P Predikat/ Untuk menyatakan hal ini 

sebagainya ^ ^cil .*■ dan 

y • ka dari itu terdapatlah rumus-rumus : 


U*)(Ey) g(x,y) «==4 (Ey)(Bx) g(x,y) demikian juga 1 


1 


( Ax) ( Ay ) g£,y) 4=4 (fy)($x) g( x , y ) 

bahwa 

Sebaliknya kalimat : 

(Ax)( E y) R(x, y ) . . . . (1) 
mempunya i arti yang lain dari 

(Ey)(Ax) R(x,y) .... ( 2 ) T, W*>V 

^ngkanTm 1 ^ T' ^ a " M11 * h 8 -P* hiin P u ” a « bilangan asli, se- 
kedua menlr?^ 7 Mlangan asU terbesar -tangkan yang 

=r:r:“r.* su urb — -* L 


h/ m k 
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Nuv'il'uin Ini menunjukkan bahwa kua n tor-kuantor yan£ tidak eeje- 
tihi i Mm)< nolalu dapat dipertukarkan tempatnya. 

IMMUiMm bahwa kuantor universal dtilam kalimat pertama diguna - 
l*H|| «"ciirti distribu t i f dan dalam bahasa sehari-hari digunakan 
tin«ri kata-kata "Untuk setiap x dapat ditemukan suatu y . . . " . 
i'tl.iin Km Umat kedua penggunaannya ialah secara kollek tif dengan 
m 1 1 1 • 1 1 n .a n kata-kata "Ada suatu y sedemikian hingga untuk semua x 
i" i i«ku lah ... " 

Ml nalnya sekarang diambil suatu s. p. untuk mana kalimat 
"t I y)(Ax) R(x,y)" menjadi benar. Umpamanya s. p. adalah himpunan 
klbniK^n alam 1 sampai de ngan 10. Sedangkan R adalah relasi- . 
i- Ilmu t, itu mengatakan adanya anggota-anggota yang lebih besar 
h i m Miima dengan anggota-anggota lainnya. Suatu kalimat yang be- 
Unrena bilangan 10 memenuhi hal ini. Akan tetapi apabila de- 
mlklon, dengan sendirinya, untuk setiap anggota, dapat ditemukan 
'Mi/*i' ( ota lainnya (umpamanya bilangan 10 tadi) yang lebih besar 
" l 'lu nama dengannya. Sehingga kalimat "(Ax)(Ey) R(x t y)" pun be~ 
l tur i Sehingga didapat : 

(Ey)(Ax) R(x,y) ===> (Ax)(Ey) R(x f y). 

Iinngun menggunakan predicate variables diperoleh rumus : 

(Ey)(Ax) g(x,y) ==£ (Ax)(Ey) g(x,y) 

Humus ini benar-benar berlaku umum, yaitu berlaku untuk semua 
Mumosta pembicaraan dan untuk semua predikat-predikat. Sebab 
untuk suatu s. p. yang mengakibatkan anteseden menjadi salah 
(um^manya himpunan semua bilangan asli) maka menurut definisi 
Implikasi material, implikasinya tetap bonar. 


r r 

v r J * 
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3. HUBUNGAN ANTARA KUANTOR -KUANTOR 

bahwa semua anggota dari semesta mempunyai sifat g, 
ad lah sam3 dengan mengatakan bahwa ada anggota ( sekurang-kurang 
nya satunya n g tidak mempunyai sifat g. Sehingga "XlxJ g(x)" dan 
(Ex) g(x)" bersama-sama benar dan bersama-sama salah. Jadi ni- 
lai logiknya sama. Mengingat tabel "<==^" maka 

Tfo; g(xj <==* (Ex) gJJJ 

Demikian juga. mengingkari bahwa ada suatu anggota memiliki suatu 
sifat adalah sama dengan mengatakan bahwa semua anggota tidaklah 
memiliki sifat itu. Sehingga didapat : 

. / 

( Ex J g ( x ) <==* (Ax) g(x) 

Perhatikan konstruksi rumus-rumus di atas yaitu setelah bentuk 
kiri diingkar maka kuantornya berubah jenis sedangkan tanda nega 
si diperpendek, yaitu masuk hanya kepada sifatnya. 

Dengan mengingat rumus ini maka pekerjaan mengingkar kalimat- 
kalimat y<-ng lebih kompleks dapat dilakukan secara mekanis. 


Con toh 


sebagai s .p. ditentukan bilangan-bilangan alam sedang- 
kan ,T G(x,y , z)" adalah terjemahan simbolis dari "z ter- 
letak di antara x dan y". Dengan mengingat aturan di 
atas dan mengerjakannya, langkah demi langkah, maka ing- 
karan dari : 


( Ax ) ( Ay ) . x ^ y =:=* (Ez; G(x,y,z) yaitu 


(Ax) (Ay ) . x jl y ===* ( Ez ) G(x,y,z) 

•P - r — 

(Ex) (Ay ) . x ^ y ===> (Ez) G(x,y,z) 

i - 

i Ex ) ( Ey ) . x t y ===> (Ez) G(x,y,z) 

— 

(Bx)(Ey) .x y . & . (Ez) G(x,y,z) 


CA>c ) - ' “'.v f U; 


( Ex ) ( Ey ) . x ^ y & ( A V z) G(x,y,z) 


Ingkaran dari kalimat mula-mula mengatakan bahwa tidaklah benar 
bahwa pada setiap pasangan bilangan alam yang berlainan, uapat 
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ditemukan suatu bilangan alam yang terletak di antaranya. Se- 
dangkan kalimat terakhir mengatakan adanya pasangan bilangan- 
bilangan alam sedemikian sehingga tidak ada bilangan alam yang 
terletak di antaranya. Perhatikanlah (renungkan) bahwa ingkaran 
dari kalimat mula-mula dan kalimat terakhir mempunyai arti yang 
sama . 


4. KUANTOR YANG LAIN 

Di dalam matematika masih digunakan kua ntor-kuan tor lainnya. 

Akan tetapi untuk kuantor-kuantor itu biasanya tidak diberi sim- 
bol, karena semuanya dapat dinyatakan dengan kuantor-kuantor ek- 
sistensial maupun kuantor universal. Susunan kata-kata di bawah 
ini merupakan suatu kekecualian : 

j: satu dan tidak lebih dari satu x yang mempunyai 

j j sifat P. 

Terjemahan simbolis dari padanya ialah : 

(Ex) [p(x) & (Ay)(P(y) ==> x =■. y) J 

Yaitu, ada suatu x sedemikian hingga, x itu mempunyai sifat P 
dan untuk semua entitas y lainnya, apabila y mempunyai sifat p 
juga, maka x = y. 

Susunan kata di atas amat banyak dijumpai pada pembicaraan ma- 
tematika. Maka dari itu untuk kuantor inipun diadakan simbol 
tersendiri yaitu "(e !x) M . 

Kalimat di atas ditulis (E !x) P(x) 


Diucapkan " Terdapat dengan tunggal satu x yang mempunyai 3 ifat P" 
atau "Terdapatlah tepat satu x yang bersifat P". 

A \ 


k I*").*"- i; r 

* V 1 

■ hi\. tnU(.| 

i 

'-/r- ^ * '| 


|) (/k) x ‘ ?o 


' ^ 1 Cm 

^ “r-** w •!,,(: 

’ U»»* iUi > -M W v ,, „ . \ \ 

5. KUANTIFIKASI TERBATAS 1 “ A ( f 'k ‘v| '* [) 

Ambillah semesta pembicaraan himpunan bilangan riel Kita akan 
mencari terjemahan simbolis dari kalimat : ' ° 

Ada suatu x yang positif dengan sifat P . . ( i ) 

L' 1 ;: i ui;™\Tr s r tu x yans sekaugu; 

eiiat P. Sehingga terjemahannya ialah : 

(Bx) • x>0 & P( X ) 

Sekarang diterjemahkan : ^ 

Semua x yang positif mempunyai sifat P . ( 2 ) 

anaioe den r - .t.™,.-.*- 

, , • t '.) • >•> V i'- i ,f 

(Ax/ . x> o & p( x ) /A< 0 

maka jelas berbuat kp^alah^n 0 . , 

mengatakan bahwa semua bilangan^iel ^ T e l 

tu renunglnMbent 3 ^ ^ 7302 tSranS Salah ‘ Seballkn y a sua- 
entar meyakinkan kita bahwa kalimat (?) s . h » 

narnya mengatakan : Untuk setiap x berlakulah T Vh 

tif, maka x i +„ „ P DerJ - a ^ldh, apabila x posi- 

lah \ *•»«"!■»! .Iftt P. S,hl»g 5 , terjemahannya 1,- 

• <ix) • *> 0 ", H ») J 

Sekarang kita -t 

rut-turut ...j ,T (,' ) dan (p., h.rtn- 

(Ex> 0) . p( x ) 

• • • (V) 

(Ax> 0) . P(x) ... , s 



yang dibaca berturut-turut : 

Ada sesuatu x ronitif' 

positif yang mempunyai sifat P 

»y°a? s u.7p! r8DS P ° SUlf , ' erlak "‘ i "’ h * h “ "»P«- - 

* ' Cl y 

b U' 5 [bvw Hv' 1 U, M,, hviic^. 

*• X l z^ nr * “ ' I 
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^ ' l<A\ 

(7 v A W-Kvt^uo. ) Se l (Lt^ W- 

K<*W 'tMtt.v'W' ^ni vec'iat fA*| «cUu/ AlUV 
^‘X r ^|'u^o t; ., Co^vit, _g> ) 

6. CONTOH-CONTOH PENGGUNAAN KUANTOR 

COntoh 1. Tulislah ka lima t-ka lima t di bawah ini dengan b . otBk 
simbolisme logika. 

a. Ada pedagang yan g SU ka menipu. 

rupa seh" 1 Sebenarnya men S a takan : Ada sesuatu sedemikian 
menipu . Maka^ "“T ““ adalah peda S a ng dan sesuatu itu 
6r;)ema annya ke dalara simbolisme logika ialah 
(EX) * P <*> & H(x) cA-ifwv^ 
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b. Semua mahasiswa pandai. 


. .y> 
'Kv* 


. 'X . 

‘ y 1 * /v-d/w ^ 

l’Vs ^ 

ubah ^taiipa “ B ' di " 

° rang ltu ^ ndai - imbangnya 'ialah 

.(•Ax) . M(x) ==, P(x) rl ^,.,. 

Semua pimu adalah p^^ting^ 4u ' ' ' ' ’ 


iK' ,V' 


“^VAW .u 


•lv v -i i x. '•Wv 




lengkapnya kalimat ini adalah • q„,„ 

suatu itu ilmu maka sesuatu itu adalah peTting’ ^j“ahaT 
nya menjadi : (Ax),. i( x ) == ^ ?(x) * S ‘ Ter 3 eraah ‘ i S" 

d. Tidak_j^a_ ro apu.sia ysn» tid = w no>»',i, u > , 

iu.c r r r- A ° a , K pernah berbohong^, 


w f, c C7 7 . / . ww “* i>»“L_uuaong. 

Kalimat ini sama artinva 'ioifm , ^ ^ ^ 

- ».« • i:~ t 

;:r °\t:r ■ “* "” sia - ™;: : h ;; 

y tt„ . s .„„. .„„ Sla p , t „ ah batbohoos . , 01 . jo „ banoy> U J’ . 

(»*) . «w ~*«x) .. 

e. Ada manusia ya ng berbohong^ ada yang tidak. 

(®). "(.) * B<*) * (*). „(,, » BTyT , W wi,.,* ; 

f. Jeruk dan pisang bergizi. * 

®» S .tlah Beli™ .„bn, kaU .,t JI «T»U a de „„» „ atasl 
logika sebagai berikut : S t8si 

<£x) l'Or 


1) (\A •Hrn v W)- ) $ f w 

I) . ( l' y 


M 


•"1 


r l /*•) * M#} V* (>6y 4»* . M*.-) k M*) 

O**) V 




/ ; 
(\ : ) 
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f 


/ 


I V 1 

I ^ 

d - W >o 


(Ax) J (x ) & P(x) — == ^G(x) f j^cvvp C 0 ^ 

yang berarti bahwa semua yang b^fa^^erut^^Tsat/aC 
lah bergizi. Semua orang tahu bahwa di alam semesta ini tidak 
sesuatu yang sekaligus adalah jeruk dan juga' pisang. 

Pernyataan di ata 8 haruslah ditulis dengan baik sebagai be- 
rikut : 

(Ax) .. (J(x) v P(x) ==^g( x )) 

Ccntoh 2. Tulislah kalimat-kalimat di bawah ini dalam kalimat 
Indonesia. (D = dagangan, L = laku) 


C-tvA - V 


) <y) 


a. ^(Ax) . D(x ) ==4 i( x )j 

Tidak eiemua dagangan .laku ,ky; 

b. (Ax) .•'« (D(x) 1 ==4 ^(^)')^ ^ 

(fl ^ tv J. 




S^mua dagangan tidak, laku 

^ L( ^)isr.V v Ax ) -DcW 


= * 


c. ( (Ax) “7‘7’W 1 ^ v 

‘ ( 1 - =:>L ( X )) <===>(- (Ex) .a.(D(x) & 

takan bahwa semua dagangan laku sama dengan mengatakan 
bahwa tidak benar ada dagangan yang tidak laku. 

Contoh ?. Semesta pembicaraan adalah himpunan bilangan-bilangan 

riel. Tentukan nilai logikanya kalimat-kalimat berikut. 

T ®iea^lnya^u n tuk x = 1 naka 2.1 - W 2.1 * 

X ' ‘ X * “ f* J* la 2/ kar ®"1 ada x nlsaloya' ‘-s'dVim | -5 1 t -5 
. (Ex). X = X. Benar, ambil x = 1 maka 1? = 1 /«fe. * « d> 

LATIHAN Pov 

^ C^^'j P&5 

1 ' Ter j en,ahka "lab masing-masing kalimat di bawah ini ke dalam 
notasi logika. Huruf yang digaris bawahi digunakan sebagai 
singkatan dari sifat yang diberikan. Gunakan kuantor. 
a * ad.alah serangga. 

b. Tidak semua serangga berbisa. 

c- Anak-anak hadir Afc) -=*) H'<xj 


^ V) 

: )0 4 b(jf \ 


d 

e 

f 

g 

h 

1 , 

3 - 

k. 

l . 

2 . 

a . 

b. 
c . 
d. 

c . 

f. 

g. 

h. , 

i. 

J. 

T. 
ti . 

b. 
o . 


/M*.jcv.)Sx IV/) 

i’-)- k h ^ s 1 ^ W A Ko<l 

(4 y) -A ll'rj 'x(^('/\ 

( A A K \ <f 0 U<) 

A 5^ V (*) y — > Jlv) 5 g 

. Tidaft semua yang mengkilat adalah emas. (Xj?j ^ fC£q -7 f ^ 

. Tidak ada barang sesuatu di rumah yang luput dari kerusakan. 

. Ada mahasiswa yang gerdik dan kuat bekerja. , , 

' Tidak ada jas yang kedap air kecuali ditangani secara khusus 
. Ada obat yang berbahaya, hanya apabila dipakai dalam dosis 
yang berlebihan. (V^O/Og-jU i>Cc) 

. Semua buah-buahan £ap sayuran adakah sehat dan bergizi. 

1 Setiap >i uda yang jinak terlatih baik <£*) . K^) v lUl = 31 / - 
Setiap kuda adalah jinak jika dan hanya jika ia terlatih baik 
Kuda-kuda yang jinak, semuanya terlatih baik. 

2:;Tr lah kauraat " kaiin,at di ^ ini ** ^ kai tet 

Bahasa Indonesia yang baik dan benar. 

~ (Ax) . D(x) ==* L( x ) 

(Ax) . ~(D(x) == 3 . L(x) ) A ^ ^ Ali & 

~ (Ex) (D(x) & i(x) ) 

(Ex) . ~ (D( x ) & L(x)) 

- (Ax) . ~-(D(x) ==» L( x )) 

(Ex) . (E(x) & L(x)).v. (Ax ) . (U9x) ==* L(x)) 

(Ax) . (D{x) == 3 . L(x)) *==* ~ (ex) (D(x) & L(x)) 

~ (Ax) . (D(x) & L(x) ) & ( D(x) & I(x)) 

(Ex) • ~(D(*) & L(x) ) v (A(x) . (D(x) ...» L(x)) 

(-(Ax).^(d(x) ==*L(x)) v ~(Ax) . (D(x) ==-> L(x) ) 

Semesta pembicaraan adalah himpunan bilangan riil. Tentukan 
nilai logiknya kalimat-kalimat di bawah ini : 


(Bx) . | x | = 0 
(Bx) . | x| = x 
(Ax) . x 2 = x 


d - (Ex) . x 2 + 3x - 2 = 0 

e. (Ax) . x - 3 < x 

f. ( Ax ) . 2 x + 3 x = 5 x 


x 
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4 . Semesta pembicaraan adalah bilangan-bilangan 1, 2, 3, 4 dan 5. 
Tentukan nilai logik kalimat-kalimat di bawah ini. 

a • (Ex).x + 1<C,5 e. (Ax)(Ay) .x + y^,10 


b. (Ax) . x<5 f. (Ey)(Ax) . x + y* 10 

c*(Ax) . x + 4 <T 1 0 g. (Ey)(Ax) , x y *= x 

d. (Ex) . x + 2 = 7 h . ( Ax ) ( Ey ) . x + y = 1 0 

5. Ingkarilah kalimat-kalimat di bawah ini. 

a. Apabila guru tidak hadir maka semua murid bergembira. 

b. Ada buruh yang tidak bekerja apabila mandor tidak hadir. 

c. Beberapa guru bersedih apabila ada murid yang tidak lulus. 


d. (Ex> 0) P( x ) 

e. (Ax> 0) P(x) 


f. Sekurang-kurangnya ada dua x yang mempunyai sifat P. 

(Tuliskanlah dahulu kalimat ini dengan simbol logika, kemu- 
dian ingkarilah dan terjemahkan). 


6 . Terjemahkan la h kalimat-kalimat di bawah ini, kemudian renung- 
kan artinya masing-masing. Jika kalimat-kalimat itu menyatakan 
hal yang sama, tuliskanlah artinya dalam kalimat singkat. 

a. ( Ax ) ( Ay ) . P(x) & P(y) ===> x = y 

b. ( Ax ) ( Ay ) . x £ y ==£► , p( x ) v P(y) 

c * ( Ax)(Ay) . x ^ y = =» jjP(x) »*> P(y)] 
d. ( Ex) ( Ey ) . P(x) & P(y) & x ^ y 


III. BENTUK - B E. N T U K ARGUMEN 


1 • ARGUMEN 

Argumen atau dalih ialah sekumpulan pernyataan di mana satu di 
antaranya ditetapkan atas dasar dari yang lainnya. yang dianggap 
cukup memberikan alasan bagi kebenaran dari yang satu tersebut. 
Setiap argumen mempunyai suatu struktur, terdiri atas premis - 
— eml3 dan L°”klusi (kesimpulan), yang dimaksud dengan konklusi 
suatu argumen ialah pernyataan yang ditegaskan berdasarkan per- 
nyataan-pernyataan lainnya dari argumen tersebut; sedangkan per^ 
nyataan-pernyataan lainnya itu yang dianggap sebagai memberikan 
alasan untuk menerima konklusi tersebut adalah premis-premis 
dari argumen tersebut. 

Contoh : 

1 . Setiap manusia fana. 

2. Socra tes seorang manusia. 

3. Socra tes fana. 

Pada contoh ini, (i) dan (2) disebut premis, sedangkan (^) yang 
ditegaskan dari (1) dan (2) disebut konklusi (kesimpulan). 

Kalau penalaran itu proses aktivitas pikiran yang abstrak, maka 
argumen adalah lambangnya yang berbentuk bahasa. Jadi, kalau ka- 
ta itu merupakan lambang pengertian, ka lima t itu lambang situasi 
atau fakta atau peristiwa, maka argumen adalah lambang penalaran . 

Jika terhadap suatu pernyataan diberi nilai "benar" dan nilai 
"salah" maka kepada suatu argumen dipakai nilai » a ah» dan "tidak 
sah". Kedua macam penilaian ini tidak mempunyai kaitan antara sa- 
tu dan lainnya, karena suatu argumen mungkin saja sah, sekalipun 
pernyataan-pernyataan yang membentuknya tidak semuanya benar, se- 
perti yang kelihatan pada contoh berikut ini. 

Contoh : 

1 . Setiap hewan mempunyai sayap. 

2. Kucing adalah hewan. 

3. Hucing mempunyai sayap. 

ltUia argumen ini hanya premis kedua yang benar, premis pertama 
,lt "’ konklusinya salah. Namun demikian, argumen ini sah. 
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1 • 

Sebaliknya pula, sekalipun setiap kalimat di dalam suatu argumen 
benar, mungkin saja argumen itu tidak sah. Hal itu ditunjukkan 
oleh argumen berikut 
Contoh : 

1. Jumlah 8udu t-sudu t suatu segitiga adalah 180°. 

2* Jajaran genjang adalah suatu segi empat. 

3. /£ bukanlah suatu bilangan rasional. 

Ketiga kalimat di dalam argumen ini adalah benar, tetapi argumen 
ini tidak sah. Sepintas lalu tampak oleh kita baka (S) sama seka- 
li tidak ada kaitannya dengan (1) dan (2). 

Dari kedua contoh di atas tampak bahwa kedua konsep "benar" dan 

"salah" tidak ada hubungannya dengan kedua konsep "sah" dan "ti- 
dak sah” . 

\ ^ £ C 


KlhUa 


Per ha tikan la h kembali argumen 

1. Setiap manusia fana. 

2i. Socra tes seorang manusia. 
3. Sokrates fana. 




Ji-Ka kedua premis dan konklusinya dirangkaikan, maka argumen ter- 
sebut dapat dinyatakan oleh suatu kalimat deklaratif komposit, 
sebagai berikut : 

(<*) Jika setiap manusia fana, dan Socrates seorang manusia, ‘ 
maka Socrates fana. 

Jika kita nyatakan "manusia" dengan "U", "fana" dengan "T" dan 

Socrates' dengan "U", maka kita peroleh suatu kerangka sebagai 
berikut : 

t T-F 

(<**) Jika setiap s adalah T, dan U suatu S. 

maka u adalah T. 

Jika sekarang untuk S kita substitusikan "mahasiswa", untuk T vit 

"PSndai" dan untuk U "Buyung» maka kita peroleh suatu argumen 
sebagai berikut : 


(y9) Jika setiap mahasiswa pandai, dan Buyung seorang maha- 
siswa, maka Buyung pandai. 


>< Yy A v 




a— v j 




Tf p*, r* r 

li vwVU/v 
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Jika ke dalam (c**), untuk S disubstitusikan "penumpang", uintuk T 
"tewas", dan untuk U "Walikota", maka akan kita peroleh suatu ar- 
gumen sebagai berikut : 

(£f) Jika setiap penumpang tewas, dan Walikota salah seo- 
rang penumpang, maka Walikota tewas. 

Tampak jelas bahwa argumen-argumen (o<), (fi ) dan (y) adalah sah 
dan semuanya memiliki bentuk/struktur yang sama; dan itulah sebab 
nya maka ketiganya mempunyai keabsahan yang sama, yaitu ketiganya 
sah. Dan struktur ketiga argumen tersebut diberikan oleh (c< *) 
yang kita sebut kera ngka/ struktur suatu argumen. Dua argumen yang 
mempunyai struktur yang samaakan sama pula dalam keabsa na n nya , ya 
itu keduanya sama-sama sah atau keduanya sama-sama tak sah. 

Yang menjadi bahan kajian dalam logika ialah struktur atau bentuk 
bentuk ini, yaitu bentuk-bentuk argumen. Dan salah satu definisi 
Logika (dan Matematika) ialah bahwa Logika dan Matematika adalah 
studi mengenai struktur atau bentuk-bentuk (Mathematics is the 
study of structures). 


Kalimat-kalimat dalam argumen dapat berbeda dari satu argu- 
men ke argumen lainnya. Namun jika bentuknya sama, maka keabsah- 
annyapun akan sama pula. 

Untuk mendefinisikan "bentuk argumen" secara lebih tepat, 
kita anggap huruf-huruf kecil p, q, r, . . . sebagai variabel- 
variabel kalimat untuk mana dapat disubstitusikan kalimat-kali- 
mat konstan. Dan suatu bentuk argumen kita definisikan sebagai 
suatu rentetan lambang-lambang yang mengandung variabel-variabel 
kalimat demikian, sehingga, jika disubstitusikan kalimat-kalimat 
konstan bagi variabel-variabel tersebut, hasilnya adalah syatu 
argumen. 

Jika U singkatan dari kalimat : Pembuangan sampah harus di- 
lakukan di . tempa t-tempa t tertentu, dan V singkatan kalimat : Tin- 
dakan yang lebih tegas harus segera diambil, maka akan diperoleh 
suatu argumen sebagai berikut : 


1 Al i . h t iv 


tf- 






Bu, 




+«tlc 

,\i ) 

\\ 6»^ k. v v lo v v « £ f ^ 

' ‘ (r\L \ 
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Pembuangan sampah harus dilakukan pada tempat-tempat terten- 
tu, atau tindakan yang lebih tegas harus segera diambil. 
Pembuangan sampah tidak dilakukan di tempat-tempat tertentu. 
Maka, oleh karena itu, tindakan yang lebih tegas harus sege- 
ra diambil. 

Argumen ini mempunyai bentuk : 

( 1 ) U v V 

(2) U 

(3) .'.V 

Istilah "sah" dan "tidak sah" dapat sekarang diluaskan kepada be£ 
tuk-bentuk argumen, sebagai berikut : Suatu bentuk argumen ada- ~ 
iah tak sah jika ia suatu bentuk argumen yang mempunyai setidak- 
tidaknya satu hal substitusi dengan premis-premis yang benar dan 
konklusi yang salah. Dan setiap argumen dapat dibuktiken sah ji- 
ka dapat ditunjukkan dengan menyelidiki semua kemungkinan substi- 
tusinya yaitu dengan menggunakan tabel nilai. Kita harus menyeli- 
diki semua substitusi untuk mengetahui apakah terdapat suatu sub- 
stitusi untuk mana premis-premis argumen semuanya benar tetapi 
konklusinya salah. Perhatikanlah penyelidikan keabsahan bentuk 
Sillogisme Disjungtif berikut ini : 

p v q 
P 

• q 

Kita susun suatu tabel sebagai berikut : 

P Q p v q p 

T T T ] p 

T P T P 

PT T T t/ 

F p 



P 


T 
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tabel i0i raeWSklU sua *“ «elas hal-hal 3U b s ti- 
. , n i da la m kedua kolom pertama mewakili nilai-nilai 

q di^la" kaUn,at " kallraat dapat disubstitusikan bagi p dan 

bena ^ ^ arSUraen terSebut - Ini aka " Menentukan nilai-nilai ke- 
m a Len Vl 1 ^" 6 ' 128 ^ ^ mer ^ ka " P-mis-pre 

Penyeli ka ; f h “ k ° nklU31 argU " e " tersebat - 

barL T 8P tabel lnl men S u ogka pkan bahwa satu-satunya 

t U ““ "'T K “ l ' b "" 11Sl 1 - J.» »1 . 

t „ i a ?*■ b ""“ bah ” e siu<>e ‘“' 

ur aras adalah suatu argumen yang sah. 

LATIHAN 

o " tok " eb - , ‘ > - k “ bMha ” - 

T -r 


1 . p & q 

PlT 


2 9 p llfaJUdh 


■r-7^ 


4 . p 


, . • • • P & q Hwk , . 

T ) Wi5Wu G J ' 


3 • p v q 
P 


i\k A u 


... 5 ’- ' 1*4^ 6- p W S V^CT\ 

• p (j) ■■■ „ (J^ 


■ f r 5 cri 

8 * p ==* q /j \ 9 . 

• • P ~==> q 

ICU 

II 

II 

icr 

p v q 

n. p 12 . 

P 

% 

q CTl 

• • 

• * • p & q 

* p =*=* q 

14* P *=»=> q -j ^ 

P 

q 





f 1 PM 

r % 

l’» >1 <£> 

(S b 

U i ) 

* t 

; b S 

S 5 

V *>s 4 

' s 


(q & r) ===v 


g ==£• r 
• *• P ==» r 
p q 

Q =-=$> r 
’ • p ===> r 


ia 


(i'' 
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2. BUKTI FORMAL KEABSAHAN ARGUMEN 

Kita maklum bahwa pembuktian keabsahan suatu bentuk argumen yang 
mengandung banyak variabel melalui tabel nilai adalah kurang 
praktis. Lagi pula, cara yang demikian tidak akan memupuk pan - 
dangan kita tentang hubungan antara argumen-argumen; hal ini di- 
karenakan cara tersebut hanya bekerja sebagai mesin tanpa menam- 
bah pengetahuan. Misalnya untuk pembuktian suatu argumen yang 
terdiri dari, 5 variabel, kita memerlukan tabel yang besar yang 
memuat = 32 baris. Sungguh merupakan suatu pekerjaan yang 
amat menjemukan untuk memeriksa keabsahan argumen itu baris de- 
mi baris. 

Ada suatu cara yang lebih baik dan lebih singkat, di sam- 
ping suatu cara yang mendidik, yaitu kita lakukan tes keabsahan 
tersebut melalui sekumpulan argumen-argumen kecil yang skemanya 
terlebih dahulu kita kuasai. 

Di bawah ini disajikan beberapa bentuk argumen pokok yang 

sah. /v „ < f 

f MPMfj \ 

ATURAN-ATURAN PENYIMFULAN 

1 . Modus Ponens (MP) 

P ==->--q , 

P 

• * . q 

3* Hypothetica 1 Syllogism (HS) 
p q 

q ==-> r 
.'.p ===>r 

5. Constructive Dilemma (CD) 

(P ====> q) & (r ==^ s) 
p v r 

. # ♦ q v s 


♦3 II- 

h r > 

V s- 

4. Dis junctive Syllogism (DS) 
p v q 
P 

. * . q 

6. Destructive Dilamma (DD) 

(p ===* q) & (r s) 
q v s 

. * . p v r 


2. Modus Tollens (MT) 
P ==*■ q (S,) 

5 ■ w 

. * . p 
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7. Simplifica tion (Simp) 
p & q 
P 

9. Conjunction 
P 

q 

• *. P & q 


8. Addition (Add) 
P 

. # . p v q 


Keabsahan semua bentuk argumen di atas dapat diperiksa dengan - 
memakai tabel nilai seperti telah dikemukakan sebelumnya, namun 
dapat pula dilihat bahwa semua bentuk itu tidak lain dari pada 
tautologi . 

Ambil misalnya Modus Ponens. Bentuk argumen ini tidak lain dari 
pada bentuk tautologi (p ==£ q) & p ==$ q. 

Bentuk Constructive Dilemma (CD) tidak lain dari pada tautologi 
(p =~ z > q) & (r ==^ s) . ==$ . (q v s), dan seterusnya. 

Contoh-contoh penyimpulan 
1. Juktikanlah argumen berikut : 


1 . 

p v (q ===» 

s) 


•2. 

f = = =* ( 3 == 

* t) 


3.- 

p ===* r 



4. 

r / q 

s= = s> t 

5. 

P 


4 MT . 

6. 

q === e 

1 . 

5 DS 

7. 

S ===5> t 

2, 

4 MP 

8. 

q ===#■ t 

6, 

7 HS 

Buktikanlah argumen 

berikut 

1 « 

(P ==* q) & 

(f = 

==» s) / 

2 . 

r ===^ s 

1, 

Simp. 


p q 

1 , 

Simp. 


P ==* q 
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3 . Buktikanlah argumen berikut : 

1 * P v (<3 ▼ -r) (p v (q v r)) v ( 

2. (p v (q v r)) v (k v (q v r)) 

4. Buktikan 

1 . (v ===»w) v ( x ==?. y) 

2. (v ===*w) / x = =? y 

3 . x ==£ y 1 , DS 
LATIHAN 

Buktikan Lah argumen-argumen berikut : 

((j & k) ==^ i) & (m s=p n) 

2- ( j & k ) v m / . * . i v n 

2 . 1 , c ==^ p 

p ===^ q / (c ==;» p) & (p q) 

0 1 • ( (v & w) ==^ x) & (w & y) / .'.XV 

4 . 1 . a b 

2 • c ===£ d 

3. (S v 3) & (a v S) / . *. a v c 

5 . 1 . e ==» ( f & g) 

2. (f v g) ===> h 

3* e / .*. h 

6. 1 . p & q 

2. (p v r) s / p & s 

7* 1 . (p & q) ==$>■ r 

2 * s&r / .*. p & q 

8. 1 . p ===> q 

2. q ==* ? 

3 . s&r / . * . p 


v (q v r)) 


z O- 


IAV 


r v* 
P 


V, S 'v 


'S\fc^\ S ’\) 05 

ousun lab bukti formal keabsahan argumen-argumen berikut : 

’U 

9. -Abdul menghadiri pertemuan atau -Abdul tidak diundang pada per- 

, t^tousn. Jika para direktur memerlukan Abdul pada pertemuan, 

maka ia akan diundang pada pertemuan. -Abdul tidak menghadiri 

1 ^ k/. ' K ^7 

pertemuan. Jika para direktur tidak menginginkan Abdul pada 

•pertemuan, maka Abdul akan keluar dari perusahaan. Oleh kare- 

fj <m /. 

^ Abdul akan keluar dari perusahaan, 

»v1 i’ / 

nly — 
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’ ll'| 0 ./Jika barang berkurang, maka harga akan naik. Jika ada peru- 
bahan dalam pemerintahan, maka pengawasan pajak tidak akan 
diteruskan. Jika ancaman inflasi mendesak, maka pengawasan. 

I ■ ‘W pajak akan diteruskan. Jika produksi naik, maka harga tidak 
^ tidak akan naik. Ada kenaikan produksi atau ada perubahan da- 

1 ,ul tero pemerintahan. Oleh karena itu, kehilangan barang tidak 
akan berlsrut, atau inflasi tidak akan mendesak. 

Jika pemeriksaan berlanjut, maka bukti baru akan ditunjukkan. 
Jika bukti baru ditunjukkan, maka beberapa warga kota penting 
akan terlibat. Jika beberapa warga kota penting terlibat maka 
surat kabar akan berhenti mengumumkan perkara ini. Jika kelan 
jutan pemeriksaan membawakan bahwa surat kabar menghentikan 
pengumuman perkara ini, maka penunjukan bukti baru membawakan 
bahwa penyelidikan berlanjut. Penyelidikan tidak berlanjut. 
Oleh karene itu, bukti beru tidak akan ditunjukkan. 

1J. Jika Ali hadir, maka Badu hadir ; dan jika Badu hadir, maka 
Hasan tidak hadir. Jika Hasan hadir, maka Karim tidak hadir* 
Jika Badu hadir, maka Hmran. tidak hadir. Jika Karim tidak hadir 
mekB Usman tidak hadir* Oleh karena itu, Ali tidak hadir, atau 
Hasan tidak hadir. 


1 . Jika Ali menerima pesan, maka dia akan memesan pesawat. Tetapi 
jika Ali tidak mengambil pesewat, maka Ali akan kehilangan per- 
temuan. Jika Ali kehilangan pertemuan, maka Badu akan terpilih. 
Den, jika Badu terpilih, maka Ali menerima pesan. Jika Ali ti- 
dak kehilangan pertemuan, atau Ali tidak menerima pesan, maka 
AJi tidak mengambil pesawat, atau Badu tidak terpilih. Ali tidak 
!<nhi langan pertemuan. Oleh karena itu, Ali tidak menerima pesao, 
etnu Ali. tidak kehilangan pertemuan. 


t 
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14 . Pajak dinaikkan stau jika pengeluaran naik, maka pLafon hutang 
ak£.n naik. Jika pajak dinaikkan, maka biaye pungutan pajak ju- 
ga naik. Jika kenaikan pengeluaran mengakibatkan bahwa peme- 
rintah akan meminjam uang lebih banyak, maka jika plafon hutang 
dinaikkan maka juga bunga uang akan naik pula. Jika pajak tidak 
dinaikkan, maka biaya pungutan pajak tidak akan naik. Jika pla- 
fon hutang dinaikkan, pemerintah akan meminjam lebih banyak 
uang. Biaye pungutan pejek tidak naik. Bunga uang tidak naik 
atau pemerintah tidak akan meminjam uang lebih banyak. Oleh ka- 
rena itu, plafon hutang tidak akan naik atau pengeluaran tidak 
aken naik. 


Buatlah kesimpukan dengan menggunakan semua ketentuan yang diberi- 
kan pada sosl-soel berikut ini. 

15. Apabila gaji-gaji naik dan harga-harga naik maka terjadi iofle» 
si. Apabila terjadi inflasi maka pemerintah akan jatuh. Gaji- 
gaji memang naik tetapi pemerintah tidak jatuh. 

^ AP?M1S Sla * st Gundul dimasukkan ke penjara dan ia cerdik maka 
t-kan dap c . t meloloskan diri atau ia akan menterror penjaga. 
Apabila ia meloloskan diri maka ia pasti telah menterror pare 
penjaga. Slemst Qundul tertangkep den ia dimasukkan ke penjera 
dan tidak meloloskan diri* 

Jika dia petgi piknik maka die memakai pakaian sport. Jika dis 
memakai pakaian sport, maka dia tidak akan menghadiri pesta. 

Jika die tidak menghadiri pesta, maka dia masih memiliki kar- 
cis. Tetapi die tidak memiliki karcis. Dia menghadiri pesta. 

18. Jika saya bekerja, maka saya mendapat uang, tetapi jika saya 
malas, saya akan bersenang-senang. Saya bekerja atau saya ma- 
las. Tetapi jika saya bekerja, make saya tidak akan bersenang- 

senang, sedangkan jika saya malas, saya tidak akan mendapat 
uang. 


jPrw^'- 

IV. METODE PEMBUKTIAN 

Setiap sistem dalam matematika sebagai ilmu aksiomatis terdi- 
ri dari sekumpulan pengertian-pengertian (yaitu pengertian pang- 
kal dan pengertian bukan pangkal ) dan sekumpulan pernya taan-per 
nyataan (yaitu pernyataan pangka 1 dan pernyataan bukan pangkal). 
Pengertian pangkal (pengertian primitif) merupakan pengertian 
yang tidak didefinisikan, namun dianggap dimengerti dengan jelas 
oleh setiap orang. Sedangkan pengertian bukan pangkal adalah pe- 
ngertian yang dijelaskan melalui definisi dengan menggunakan pe- 
ngertian-pengertian pangkal. Pernyataan pangkal yang disebut jugj 
akBioma, merupakan pernyataan-pernyataan tentang pengertian-pe- 
ngertian pangkal yang diterima kebenarannya dengan jelas atau di- 
beri nilai benar tanpa bukti. Sedangkan pernyataan bukan pangkal 
yang disebut teorema atau dalil atau hukum adalah pernyataan-per- 
nyataan tentang sifat-sifat dan relasi-relasi 3 ntara pengertian- 
pengertian yang kebenarannya harus dibuktikan secara deduktif. 
Teorema. Jadi teorema merupakan pernyataan yang diturunkan dari 
aksioma atau teorema yang telah dibuktikan sebelumnya. 

Di dalam pembicaraan tentang tautologi telah disebutkan bahwa 
tautologi merupakan hukum-hukum logika dan merupakan hukum-hukum 
berpikir manusia yang paling jernih. Untuk membuktikan suatu teo- 
rema dalam matematika diperlukan kerangka berpikir yang logis. 
Suatu bukti dikatakan s ahih ( valid) apabila ada tautologi yang 
mendukung benarnya jalan pemikiran tersebut. Jadi adanya tauto- 
logi yang dapat ditunjuk untuk mendukung jalan pikiran itu meru- 
pakan yustifikasi bukti yang dilakukan..-. * 

Di dalam membicarakan tautologi telah diberikan beberapa meto- 
de pembuktian. Namun pada bagian ini metode pembuktian akan dipe- 
rinci lebih lanjut. Metode pembuktian dimaksud, berlaku untuk se- 
ttap pembuktian dalam cabang manapun dari matematika. Bagian ini 
menjadi sangat penting karena menjadi landasdn bagi' semua' e bukti 
yang digunakan. Pada pembuktian teorema tidak disebut lagi lan- 
dasan berpikirnya tetapi langsung digunakan suatu tautologi ter-. 
tentu. Memahami suatu bukti, atau mengerjakan suatu pembuktian 
ukan lebih sukar apabila metode-metode pembuktian belum dipahami 
benar-benar . 
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W', 

Dr- 

Untuk teorema dalam bentuk ini, dengan menganggap P di- 
ketahui, jadi bernilai benar, diturunkan dengan langkah- 
langkah logis -Artinya dengan diketahuinya P (dianggap se- 
bagai aksioma sementara) dan dengan menggunakan aksloma-ak- 
sioma dan teorema-teorema yang sudah ada diturunkan kalimat, 

Q. Apabila hal ini dapat dilakukan maka bukti telah selesai. 
Di sini benarnya Q tidak perlu ditunjukkan, yang ditunjukkan 
ialah Q benar apabila P benar. Apakah P benar adalah masalah 
lain; juga apakah Q benar adalah masalah lain. Yang dibukti- 
kan benar adalah kalimat P Q. 

Untuk menjelaskan ini, andaikan A 1 , A ? , A^ , ... t A ada 
lah aksioma-aksioma dan teorema-teorema yang telah dibukti- 
kan. Untuk membuktikan P =*Q adalah usaha untuk menunjuk- 
ka .) bahwa dari , A? , , ... , A^ dapat diturunkan 

P =^Q suatu argumen yang sahih. 

Untuk melakukannya, andaikan P suatu aksioma dan dtunjukfckn 


bahwa dari : k 

Q. 


A n , P dapat diturunkan 

) c 'i£L „ 


Contoh : 

Buktikan : a bilangan genap =* a 2 bilangan genap. 

Bukti : Anda ikan -a bilangan ;gea§p, maka a = 2k untuk k bulat 


sehingga a - 2(2k 2 ), sedang .2k 2 adalah bilangan bu- 
lat. Jadi a 2 bilangan genap. 

Pada bukti di atas kita menggunakan tautologi : 

S 1 > ^Ja • • • a ( S n =7> Q)) ■=* ( P=* Q) ya itu 


T 


a genap =* a = 2k=» 

.*• a genap a 2 genap 


2(2k 2 )-*. a 2 


genap 



Contoh lain untuk bukti kondisional ini ialah teorema beri-" 
kut : Tiap kalimat dalam bentuk AxP(x) Bxi>(x) adalah benar. 

Bukti : Andaikan AxP(x) benar. Maka himpunan penyelesaian 
untuk P(x) adalah semesta pembicaraan. Jika semesta pembica- 
raan tidak kosong maka kalimat ExP(x) bonar. 


?. BUKTI DENGAN KONTRA POSISI 


Membuktikan kalimat P =» Q sama dengan membuktikan kontra 

posisinya yaitu ~Q=? P. Tautologi yang menukungnya ialah 
(P =4 Q)«4 ( Q=£P) • Oleh karena suatu implikasi ekuivalen 
( jadi bernilai sama) dengan kontra posisinya, maka apabila 
kontra posisi dapat dibuktikan maka bukti untuk kalimat asli- 
nya telah selesai. Untuk pembuktian seperti ini, ingkaran da- 
ri konsekuen yaitu Q dianggap diketahui (dipandang sebagai 
aksioma sementara) dan dari sini diturunkan P yaitu ingkaran 
dari anteseden. Apabila usaha uni berhasil maka pembuktian 
telah selesai. 


Contoh : Contoh ini diambil dari Geometri Euclides. 



Buktikan = /L B =£■ 1 1 r\ 1 2 = 0 


Bukti : Dengan kontra posisi akan dibuktikan 
1^ 1 2 ^ 0 k. A ^ B. 

Andaikan 1^ / 0 , yaitu 1 1 dan 1 2 berpotong di R. 

Moka RC B adalah segitiga , sehingga iC + /-B + ^ R = 180 . 

Juga L A dan L C berpelurus (bersuplemen ) . Karena sudut-su- 
dut suatu segitiga adalah positip maka *R> 0, maka c B <ZA 
ntou Lk i k. B. Bukti selesai. 

i. BUKTI UNTUK KALIMAT BERBENTUK P <=4 Q 

Akan diperlihatkan tiga bentuk untuk membuktikan kali- 
mu t berbentuk P<?=^ Q. 

A. 1. Dibuktikan P Q dan Q=»P karena Q ekuivalen 

dengan (P =£ Q)a ( Q=£ P) . 

Adu dua langkah untuk untuk membuktikan kalimat seperti ini. 


r ^ ^ 




a. Buktikan P *=£ Q f yaitu membuktikan bagian "hanya jika" 

N atau ".syarat cukup". 

h. Buktikan Q P, yaitu membuktikan bagian "jika" atau 

"syarat perlu". 

Tiap kalimat ioivadalah implikasi yang dapat dibuktikan de- 
ngan cara yang telah dikemuk 3 kan di atas. 

'ontoh : Buktikan, bilangan riel a dan b adalah akar-akar 

p 

persamaan x + px + q = 0 bila dan hanya bila 
a 4 b = -p dan ab = q . 

Bukti : 

a. Membuktikan "hanya jika" atau "syarat cukup". 

p 

Dibuktikan : jika a dan b akar-akar persamaan x' + px 
4 q = 0 maka a + b = -p dan ab = q. 

Dengan menggunakan rumus persamaan kuadrat diketahui bah- 

-p 4 l^ p 2 - 4 q -p - p 2 - 4 q 


a = 


da n b = 


V <f -rzOd 

4 -r) e 
^ — 9 


sehingga a 4 b = -p dan ab = q. 

b. Membuktikan "jika" atau "syarat perlu". 

Dibuktikan : jika a 4 b = -p dan ab = q maka a dan b ada- 

o 

lah akar-akar persamaan x 4 px 4 q = 0. 

Kembali dengan menggunakan bukti kondisional, andaikan 
a, 4 b = -p dan ab = q, maka b * -p - a sedang q = a b = 

p 

a (-p - a ) = -a p - a . 

p 

Sehingga a + pa + q =* 0. Jadi a adalah akar persamaan 
x 2 4 px 4 q = 0. 

Dengan jalan sama diperlihatkan bahwa b juga akar persa- 
maan itu ♦ 

3.2. Dibuktikan P =£ Q dan P => Q. 

(P^Q) /y ( Q =^P) dibuktikan dengan membuktikan P =#Q 
lebih dahulu kemudian membuktikan Q ^P dengan menggu- 
nakan kontra posisinya yaitu P Q. 

Sebagai contoh, andaikan akan dibuktikan a genap bhb 
2 

a genap. 
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K.'iLlmat yang akan dibuktikan ialah 
n) a genap a genap 
b) a tidak genap =£ a 2 tidak genap 
(a ganjil ==» a 2 ganjil) 
llukti untuk kedua hal ini mudah dilakukan. 

3.3. P4=£ Q dibuktikan dengan untaian (rangkaian ) bhb 

atau rangkaian ekuivalensi, yaitu menyusun kalimat-ka- 
limat yang ekuivalen yang membawa P ke Q, sebagai ber- 
ikut : 


E 4=4» 0, Px=> 

^ €=> $2 % 

disingkat 

• • 

• • 

• « 

• • 

Q Q 


Yuntifikasi untuk bukti ini ialah tautologi : 
((P*=*Q,)a(Q,«=*<^)a ... a Q))<-=* (P<-=» Q) 

Contoh : Buktikan, tiap kalimat dalam bentuk Ax.Ay ,P(x ,y) 
Ay.Ax.P(x,y) adalah benar. 

llukti : Dengan menggunakan untaian ekuivalensi diperoleh 

Ax.Ay.P(x,y) adalah benar untuk setiap penggan- 
tian x dan y dengan konstan a dan b dari semestanya, 
P(a,b) benar. Rangkaian ekuivalanai dimakouci adalah 

Ax.Ay.P(x,y) adalah benar ^==4 u ntuk setiap oengganti~ 

an x dan y dengan kons- 
tan a dan b dari semes- 
tanya P(a , b ) benar. 
4==^untuk setiap pengganti- 
an y dan x dengan kons-* 
tan a dan b dari semes- 
tanya P(a,b) benar. 
4=£Ay.Ax.P(x,y) benar. 
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<!_-* r <•=* (p -)\-y 

U’ $ ) y \ •=* |° ( kbhU, HVUiy.) 

Mungkin juga bukti dengan rangkaian ekuivalensi terdiri a- 
tas dua rangkaian implikasi, yaitu 

P ^ S ’ S ,== * *:• • Q dan 

Q =» s 1 , s 1 s 2 , ... , s k ~^ p 

4. MEMBUKTIKAN KALIMAT DALAM BENTUK AxP(x) 

Untuk membuktikan &xP(x), ambil x mewakili anggota sem- 
barang dari semesta pembicaraan dan dibuktikan P(x) benar. 
Oleh karena x anggota sembarang dari semesta, maka jelas ber- 
laku untuk setiap elemen dari semesta, atau AxP(x) benar. 
Contoh : 

Af ( f differensiabel =>- f kontinu)- 

Untuk membuktikan kalimat ini, ambil f fungsi sembarang dan 
dibuktikan f d i f f erens ia be 1- — X-f kontinu. Dengan menggunakan 
bukti kondisional, andaikan f differensiabel dan buktikan f 
kontinu. Buktinya disajikan dalam Kalkulus. 

Apabila f differensiabel^- f kontinu telah dibuktikan, ma- 
ka telah terbukti pula , 4x fr/' 

Af (f differensiabel f kontinu) b- . i f. x % 
karena f diambil fungsi sembarang. 1 " 

Contoh : Buktikan, Ax( i < x 1 < x 2 ) untuk semesta { 2 , 3'y 

Dengan melakukan substitusi diperoleh 

1 K 2 •=£ 1^2 dan 1^3 1 ^ 3 2 , keduanya benar. 

Dengan demikian, kalimat Ax( 1 < x =£ 1 < x 2 . 

Contoh : Buktikan Ax ( 1 < x =* 1 < x 2 ) untuk himpunan se- 
mua bilangan asli. 

Bukti : Mencoba membuktikan dengan substitusi setiap bilang- 
an asli, suatu hal yang tak mungkin. 

Untuk membuktikannya ambil x bilangan asli sembarang dan 
buktikan 1 ( j : — ^ 1 x 2 . 

Andaikan 1 < x. Karena 1 > O maka x > 0. 

Sehingga dari 1 <" x dan x ^ 0 berakibat 1 . x 4 x . x. 

Jadi 1 < x dan x < x 2 berimplikasi 1 < x 2 . 

Karena 1 <x 1 < x 2 untuk x bilangan «n 11, sembarang 

maka Ax ( 1 < * =£ 1 < x 2 ) . 




I 


76 

'• BUKTI DENGAN KASUS 

, DUktl Jenis 3e P erti digunakan untuk membuktikan kali- 
'"•''I- yang mengandung kata perangkai "atau". 

".«.buktikan ka lima t berbantuk (P v R) => 1 ). nntuk lol di 
«akan tautologi «P Q) a (R =» Q)) =, ((P v m 

" l “ l dl P erUha *K»" benarnya anteaeden yaitu benarnya P =, Q 

■bn benarnya R =* Q, artinya R harua dapat diturunkan dari P 
maupun dari Q, 

Contoh : Buktikan : (a = 0 v b = 0) =* a b = 0 

nuktl . Kaaue (1) Buktikan a . 0 => ab . 0. Andalkan a . 0 

maka a.b = .O.b = 0 

Kasus (2) Buktikan b = 0=> ab = 0. Andaikan b = 0 ma-' 

ka a,b = a.O = O 

Uengan^alan yang eama dilakukan untuk membuktikan 

v ^n ^ ^ yaitu membuktikan masing-masing 

e 

( r =» <j ) « (*■ $ 1 & (i' v' y) => ^ 

*** uy ( tvy t ^ 

f v rv, i 


(P, V P 2 V 


=> Q 
=>Q 
Q 


f’ 




X 


\ 


Vuntifikaai bukti ini adalah tautologi 

«P,=* (8a(p 2 =» Q)a ... AP n =d, QJ)=^(( J P 1 , P 2 v ... v Pn)=><!) 

Contoh : Jika x bilangan riai maka |x|*0. 

DUktl ! Jlka 0 hidangan riel maka berlakulah x^0 atau x <0 
sehingga hartis dibuktikan 

(x > 0 v x < 0) =# | x | >/ 0. 

11,11 ^ x '>°- J ika x^,0 maka berdasarkan definisi lxl = x, 

jadi |x|^0. 

11,11 x< ‘°* Jika *<0 maka berdasarkan definisi |x I = - x 

jadi karena .'untuk x < 0 maka -x > 0 atau | X J>0 
Akll,0t (1 ) dan (2) maka (x ^ 0 v x < 0) ==> | x 0 . 

\ • y-r >/f 

’ ■ *?, o -) 'N. 

, ’• •" - \A ■ X 7, t ^ 


M ( "‘y -•> 
p 7 " ■' j' •' 


& 

f* 


y - t 


'M/i 

«■n.. 1 


\ •’ a , G i ! r* * ( i 

r' 1 - fj, f. 


«/’ / 


6 . BUKTI DENGAN INDUKSI MATEMATIKA r ~ x ( 

Andaikan akan dibuktikan kalimat dalam bentuk"'': Untuk’se- 
tiap bilangan asli n, berlaku P(n) atau 
An.P(n) 

di mana kuantor menunjuk kepada semestanya yaitu 

N = -J 1 , 2 , 3 , s e .J 

Suatu cara untuk membuktikan kalimat dalam bentuk ini adalah 
dengan Indu k si Matematika» 

Prinsip iod uji si Matematika . Andaikan P(n) adalah kalimat 
yang berlaku (jadi benar) untuk suatu n e N, maka 

( P( 1 ) A, Ak „P(k ) ■=^ P(k + 1 ) ) =4 AnP( n ) ( . 

Apabila dapat dibuktikan anteseden kalimat ini yaitu 
P(1 )a Ak.(P(k) =£» p(k + i) maka dengan modus ponens dapat 
diturunkan AnP(n). Modus ponens yang dimaksud ialah : 

CVC)) A. Ak. P(k)-=» P(k + 1))=£ AnP(n) Jil*. - v ^ . 

P(1)a Ak. P(k)=4 P(k + 1) >VMc-. 

— * -'S *PO'i - <S 

2-. 0 zy m o 

AnP(n) 

Untuk ini diperlukan dua langkah 

(1) langkah dasar : buktikan P(1) 

(2) Langkah induksi : buktikan Ak. P(k) =# P(k + 1) 

Im berarti bahwa pertama dibuktikan dahulu P(l), kemudian 
membuktikan untuk setiap k, P(k)=4 P(k + 1 ). Di sini P(k) 
lambi 1 sebagai aksioma sementara, jadi dianggap benar. 

Kerangka pembuktian ini adalah sebagai berikut : 

P(1 ) 

P(1 ) => P(2) 

P(2) =» P(3) 


P(n-1)=» P( B j 



Ak. P(k) =* P(k + 1) 


II 1 

S \ l-l 

\\ ■ 
Vrs' V 

»n?* 

i 2 .; 2-1 

\ 


IV 

' z 

Uli 

c. > i 



C. v fyvf* •= 
fVi/U , (\ ^ 

\ \ 7^) $ 

h — ij 

-) <( . 

7 




; b 
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1 1 03es ini sama dengan kerangka berikut : 

P(1) P(?) 

1,(1 )=» p ^ ) P(?)=^p( 3 ) 

kemudian kemudian 

• * p ( 2 ) P(3) 


P(l) 

P(5) =*P(4) 


P(4) 


dan seterusnya, yang menghasilkan deretan tak berakhir 
P(1), P(2), P(3), .... P(n ) , . . . 

Ini berarti bahwa kita telah membuktikan AnP(n). 

Perlu dicatat di sini bahwa bukti induksi matematika ini 
la h bukti deduktif . 

Contoh : Buktikan, An. 2 n < 2 n + 1 
Bukti : 

(1) Langkah awal : Buktikan P( 1 ) yaitu 2 1 < + ^ 

2 = 2, 2 1 + 1 = 4 jadi 2 1 < 2 1 + 1 

(2) langkah induksi: 


ada 


Buktikan Ak. P(k) =* P(k + 1 ) 

Andaikan P(k) : 2 k < 2 k + 1 diturunkan P(k + 1 ) yaitu 
2 k + 1 < 2 k + 2 
Prosedur : 

2 k ^ 2 k + 1 

.k 

k + 1 


karena diandaikan 

2.2 4. 2.2 k 1 (dikalikan dengan 2) 


2 - - - < 2 k + 2 
Sehingga P(k + i) dipenuhi. 

Perlu diperhatikan bahwa membuktikan P(1) adalah dengan sub- 
stitusi, tetapi membuktikan Ak.P(k) — * P(k + 1) memerlukan 
usaha lebih lanjut 

Contoh : Buktikan untuk setiap bilangan alam h berlaku 


I 

3*1 


^2 "(n + 1 )(2n + 1 ) 

j — 

6 


7 kl 


h i l 4>/ 

U' Im - i ^ 7 ^ 
l' 1 41 


>■ 




k 

•U 
u &. 7/ 
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(1) langkah dasar : Buktikan P(l), ZT j 2 = 1(1+1 )(?+1 ) 

3=1 1 6 

Hal ini dipenuhi, dengan substitusi, I 2 = 1 ■ ( 1 41 

6 

(2) langkah induksi 


" ,-r - <r 

M 


mauKSl, 

Andaikan P(k), jadi V' j 2 = k_. (k+1 ). (2k+1 ) 

i-i 6 

Akan diturunkan P(k + 1) yaitu 
k + 1 

j- j 2 .= lk+1 ) . (k+2 ) . (2(k+1 ) + 1 ) 

3=1 6 

» -(k+1 ) . (k+2 ) . ( ?k+^ ) ., h 

6 

Sela n j u tnya 

v 1 - 2 ■? 2 : 

/ 3 - 2_ 3' + (k+1)' berdasarkan definisi sigma 

3=1 3=1 

_ k. (k+1 ) . ( 2k+1 ) . n- f 

+ (k+l)‘, dari P(k) n.’cUi . 

, . k ( ?k + 1 1 k t C lc+/) 

= (k+l).(tti|S±li + ( k+1 )) j ■ 

= (k+1) ( k ‘ ( 2k+1 ) + 6 (k+1 ) \ a Q lr+})ric-**}(*- , c +)J 

~ 6 JrA 

= (k+1 ) .( 2 jd+7k+6) 


] 


• O* j 


.(k+1 ).(k+2).(2k+5) 

5 


(Jt J (l L 2 1 

kf j k 

J* i S" 


Contoh berikut diambil dari Kalkulus. Telah diketahui defi- 
n isi dari kalkulus : 

Andaikan y adalah suatu fungsi riel* D n (y) menyatakan turun- 
an ke-n dari y terhadap x dan didefinisikan sebagai berikut 
D D\y) - D(y) f 

) (y) *=I)(L (y)), turunan ke-k+1 adalah turunan dari 

turunan ke-k. 

Buktikanlah untuk setiap bilangan asli n, D n (xe*) - (x+n)e x 
Bukti. -Akan dibuktikan P(n) : D°(xe x ) - (x + n) o X . , U <kt, ) 6 ' Ml) f cbn t 


* \ 




.(fc+ijC u ^u+>) i 


» I. » K 


80 


(1) langkah dasar. Buktikan P(l) : D(xe x ) = (x + 1 ) e x . 
Dengan hukum perbanyakan untuk turunan diperoleh 
D(xe ) = xe + e x = (x + 1 )e x , sehingga P(l) benar. 

(2) langkah induksi. Buktikan Ak. P(k)-i=5>P(k + 1) 

Andaikan P(k) yaitu D k (xe x ) = (x_+ k) e x 

Cari D(k + i) : D k + 1 ( xe x ) = (T7Hr~+ i)) e x . 

Sekarang D k+1 (xe x ) = D(D k (xe x )) 

= D((x + k) e x ), karena P(k) 

x + kj e + e , dengan hukum per- 

W pfM kalian untuk tu _ 

'i'l WvbuiAUl, fCyCo*-) runan . 

= ( x + ( k + 1 ) ) e x 

Sehingga berlaku P(k + 1) 


Ada kalanya semesta tidak mencakup seluruh bilangan alam 
akan tetapi dimulai dengan suatu bilangan alam tertentu. 

Contoh : Buktikan, untuk bilangan alan n \ 2 berlaku 
n ' 

TT (i - i) - i 
j «2 3 n 

Bukti : Kalimat P(o) ialah J\ (1 - i ) = 1 , dengan semesta 

c j =2 J n 

2, 3, 4, . . . j . Harus dibuktikan P(2) dan untuk 
setiap k^ 2 berlaku P(k) =$> P(k + i) 

2 

(1) Langkah dasar. Buktikan P(2) : TT (1 - ini di- 

j=2 3 2 

penuhi karena 1 - | 

(2) Langkah induksi. 

k . 

Andaikan P(k) : ~pf (i - 4-) = 1 

3=2 J k 

k+1 

Buktikan P(k + i) : TT (i • 1) a 

1 1 3 k+1 

j =2 

k+1 . k 

Selanjutnya JJ (1 - j) - Jf (1 -i).(1 - 
3=2 3=2 


f 




/) =s>p ?= A b fi 


1 / . “j V 

= k*^ 1 " k+r^’ karena P(k) 

= 1 cilil 1 \ 

k* l, k+1 " k+1 3 

= 1 
k + 1 


BI 

A \> 

C\rA C C 

, 5 ~> B* 'j 


Jadi apabila P(k) maka P(k+1 ) . Bukti selesai. 










(REDUCTIO AD ABSURDUM) 

Kontradiksi adalah suatu pernyataan yang selalu bernilai 
salah untuk setiap kemungkinan nilai unsur-unsur pokoknya. 
Sebagai contoh, kalimat R R adalah kontradiksi. 

".Re du c ti o a d_abs u rdu m " berarti » menurunkan suatu kemus- 


, . uuuvu IV o 

ahilan". Bukti tak langsung juga menunjuk kepada bukti de- 
ngan kemustahilan. 

Kerangka umum dari reductio ad absurdum ini adalah : Di- 
mulai dengan mengandaikan bahwa yang berlaku adalah ingkaran 
dan apa yang harus dibuktikan. Dari pengandaian ini diturun 
suatu kontradiksi (kemustahilan). Karena kontradiksi tak 
mungkin ter jadiseda ngkan penalaran yang ditempuh adalah sa- 
hih maka munculnya kontradiksi ini hanya mungkin terjadi pa- 
da permulaan penalaran yaitu pada pengandaian. Sehingga yang 
enar adalah ingkaran dari pengandaian itu. Dengan mengguna- 

an ingkaran rangkap maka tercapailah hal yang akan dibukti- 
kan ♦ 

Pada pembicaraan tentang tautologi telah dikemukakan be- 
rapa bentuk bukti reductio ad absurdum beserta penggunaannya, 
membuktikan teorema atau penyelesaian soal. 

2ada bagian ini hanya diulangi secara garis besarnya, dan 
memberikan beberapa contoh lagi dalam penggunaannya. 


7.1 


ReduC'tioj^d absurdum bentuk pertama 


* =* ( Q A Q) 


- ^ « B <5* — cAa.V>nA>^ j Od/W f* 

p -==) C ^ j ^ p 

Bentuk ini menyatakan bahwa apabila dari kalimat P da- 
pat diturunkan misalnya Q A Q, maka dapat disimpulkan 
benarnya P. 


V 
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i Itwluotio ad absurdum bentuk kedua : 


'M . 


'• ~ A P . . p 

l' 1 I i»‘«.UUv 

"nl.uk membuktikan P maka diandalkan P. Apabila dari P 
ini dapat diturunkan^P maka dalam sistemnya terdapat 
ntradiksi, yaitu P karena diandaikan dan sekali gus 
l' karena diturunkan. Sehingga pengandaian harus diing- 
l'ui' dengan hasil P yaitu P sendiri. 


KnducpETo adlabsurdum bentuk ketiga : 

( l>A , ® =$. Q . => . P C 

v f *>Q •* f Yq 

’ 1 ,,f ’ barus dibuktikan adalah suatu implikasi P 


v- | ^ 


Q. 


Andaikan yang benar adalah ingkarannya yaitu 

.l ''ll P A Q. Dari ingkaran ini kita berusaha membukti- 
1 Q ’ Apablla berhasil maka terdapat kontrdiksi dengan 
Q, akibatnya pengandaian yaitu P A O' harus diinrkar" 
yaitu P =4 Q terbukti. 


/.-I. R*ductio ad absurdum bentuk keempat.: 

( i' A 0 ) P . =£> . p- =4 q a.wicWU_ f a 

M* , f U q ' ' 

Yang harus dibuktikan adalah suatu implikasi P — > Q # 

Ingkarannya adalah PAQ. Dari pengandaian ini, kita ber 
usaha menurunkan P dan apabila berhasil maka terdapat 
kontradiksi yaitu P (diketahui) dan sekali gus P (ditu- 
runkan). Sehingga pengandaian Pa 5 harus diingkar yaitu 
terbuktinya P Q. 

1,1 linwah ini dikemukakan beberapa contoh lagi. 

I). Buktikan : Untuk setiap x, x / O — } x ~ ] / O. 

Perhatikan ingkaran dari kalimat berkuantor. 
Ingkaran dari kalimat di atas ialah 

, Ada suatu x sedemikian di mana x ^ 0 A = 0 

Telah dikeiahui bahwa x . x~^ = i # < T 

l,;,r1 x 1 =| 0 diperoleh x # x -1 = x . 0 = 0 i 

1 fex.. AfO V- /'.o 


-r VA . A ~ t0 

- 


* f O 


f f c y^p 
t’* . ^ v a ■' *=o 


7 *~ l — O * P 1 " 




■ Y' 0 r. o 




1 CJ2. ( V ^ 'V( 
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Sehingga diperoleh 1 = 0. Kontradiksinya ialah 
1 ^ 0 a i =0, sehingga pengandaian harus diingkar. 
Jadi untuk setiap x berlaku x ^ 0 


x _1 i 0. 


f 

2 )» Buktikan, untuk setiap x dan setiap y berlaku, jika x ra 


Bukti 


sional dan y irrasiona 1, maka x + y irrasional 

V" — SA v J t 


f* 


Kalimat di atas berbentuk 
AxAy. (PA Q) =$ R 

dimana P : x rasional 

Q : y irrasional % 

R • x + y irrasional 

Untuk membu ktikannya de ngan kontradiksi, andai 

atau 


/u- Avj (f rtfl ) *) (a 

i v vc? J 

( l' & R 


^ CwvJ' 


ka n ExEy. (.P A ,Q) r 

ExEy. (P a Q)A R 

Ini berarti, andaikan ada suatu x dan y sedemi- 
kian sehingga 

x rasional 


'4 ^ ^ i A 6 i?o-i'-cq- 


^ £ A,- 


*** " >s 1 c-ia ({ | 4 c: 

(k>i)).'-x- 6 - c l ^ J 2 . L /5/ 

' £ = 


y irrasional 
x + y tidak irrasional (jadi rasional) 


x * | , a dan b bilangan bulat, b ^ 0 


4 £ ?= 


" c r 
i 


.e 


) l IrVA- 


X + y 85 f » c dan d bilangan bulat, d ^ 0 


Sehingga 




(x + y) - x = 


_ _ a cb - da 
b db 

cb - da dan db keduanya adalah bilangan bulat 
sehingga (x + y) - x adalah bilangan rasional. 
Tetapi (x + y) - x = y, j^adi y rasional. 
Kontradiksi dengan ketentuan yaitu y irrasional 
Terbukti apa yang harus dibuktikan 

3 ). f adalah suatu fungsi. Buktikan, jika untuk setiap p>0 
dan setiap x, f(x + p) = f(x). maka f adalah konstan. (I) 


yy 


Itu k 1 1 
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'M-erjemahkao kalimat (r) ke dnl 

(Ap * 0 Ax • f(x + p ) = f( )) ^ Slmbollsrae logika yaitu 

»0 Bentuk ingkaran n f ** ^ k0D8 *« . 

gkaran dari kalimat (i) yaitu 

K, «r L' 1 ’ f< * " P> ' tM> " f Um Konstan. 

ira ” g ate " m "” CUl <*ari Ingkaran ka- 

Ja '" ada 'suatu'^lj 0 ” 5 *”" ^ 7 . “ 7 ' t(x) 7 «y). 

“"‘» k fun gsl , i : y e i«; ,”i h ‘T fU) / 

vang benar, dan dengan kontra posisinya^’ kalimat 

Sedangkan x + y berarti / f(y)== ^ x * K* 

Y berarti x<y atau y ( x 
K.'IBUS i) X / v t • ^ y N X ' 

s y. Ini berarti ada suatu p' > n Bp m 
x + p» = v w . P > sehingga 

T-apl 3 lL p > „ ; ' fW : 

ku bahwa f( x + p .) I negaSl dari (D. berla 

Akibatnya f( x ) = f(~ v ) ’ . . 

yaitu y ‘ D 3101 ter 3adi kontradiksi 

«*> ■ f(y) a f(*) / 

»i dtturun kaD dari negasi (I). 

Knaus 2) v y o., 

y * Sama seperti kasus i) 

Hnngan ditemuinya kontradiksi dai-, t, 

]0h ter ^ktilah kalimat (i) **£",, k3SUS loi maka *e- 

V'-mg akan dibuktikan kebenal den e aa mengingkar kalimat 

knUmat y an g mengandung kata ea^ ' dlpRroleh (diturunkan ) 

11 1 turunkan kontradiksi. ° Rng " atau " dan dafri padanya 

* aede " ikia " — «■>. 

"** 1 P (x) , 


- k . ?(*) 

= (**) <) r n<) 
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Kalimat lain vano- 

ialah s ‘ 3 ° ya dengan kalimat terakhir ini 

Ada dengan tunggal «t„ ^ 

Terdapat suatu * yan „ sedem ikian sehingga P(x) 

-dapat KU „ g s d kl "W"» *x) 

*«•* ‘»m sat„ «*>• - *•»*.« 

Ada satu dan hanva « a + ' 

„ , . U * sedemikian sehingga P(*) 

a) Bagian ^ ' 

t) S3hi ” S8a PU) kaU ” t T»» S benar. 

da ” ^ sedemikian ^sehingga ^P^jc) 3da dUS eleme " * 

keduanya harus sama Jadi h beDar da " P(S) benar ma- 
* /, / . ‘ J3dl harus dibuktikan, 

AxA 2 .(P(x)a P( z )) t= ± x = ^ 

Contoh. Buktikan : Terdanat h 

-hingga untuk setiap^ber^r Vy * * 

^3 Lci IA Slstpm 'M 1 y y + X = y 

LSTe m bilangan riel y 

Bukti. ^-XAy.x + y= y+x=yo 

a) Un rrrr:. 1 ^::?; &P<i) di 

u “ T - 0 . dl moa 11 Tang memenuhinya ya- 

) ®sg‘an ketuoggaUn (keunikan) ' 7 * ° ‘ y ' 

Buktikan flxAs.(P(r) A p( s)) ^ 

dh, a sembarang dan andalkan P(x) A p (z ) n 
^ka Ay . x + vx;A p ( 2 ) benar. 

dan A Kaee.r-l) 

aan Ay.z + y = v ; 

y + 55 - y . • . . (?) 

ax ^ dapat d isubs tl tn o -f 

x + s = z+ x = z ‘ ^ U ” tUk y dnn di peroleh 
Bemikian iuaa de-n-f / n \ * (i) 

diperoleh ' Pat di0ubst UU'i i k untuk y dnn 
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z+x = x + z= x ( 4 ) 

Dari ( 3 ) dan (4) diperoleh x = z. 


t/ 


Dengan menggunakan kontradiksi, keunikan ini. 

Dari bagian eksistensi telah didapatkan bahwa 0 suatu bilang- 
an yang memenuhi. Sekarang andaikan ada bilangan k lainnya 
sehingga untuk setiap x, x+k = k + x = x dengan k / 0. 
Karena berlaku untuk setiap x, maka berlaku pula untuk 0, 
karena itu 

0 + k = k + 0 = 0 

Tetapi diketahui pula bahwa k + 0 = k 

Sehingga k = 0, suatu kontradiksi dengan pengandaiank ^ 0. 


Di atas telah dikemukakan beberapa metode pembuktian beser 
ta contoh-contoh pemakaiannya. Maksudnya memnunjukkan alat 
yand dapat digunakan untuk membuktikan teoreme-teorema atau 
penyelaesa ia n masalah matematika. Hal yang sama seperti kuas 
dan cat menjadi bagian dari alat-alat seorang pelukis. Namun 
biarpun pelukis memiliki alat-alat lukis tersebut bukanlah 
jaminan untuk terciptanya suatu lukisan yang indah. Demikian 
juga halnya, memahami dan mengetahui berbagai raetoda sebagai 
ulat pembuktian, bukanlah suatu jaminan bahwa kita dengan sen 
dirinya dapat melakukan pembuktian dengan benar. Tidak ada ca 
m tertentu untuk memilih metode mana yang akan digunakan un- 
tuk menyelesaikan suatu masalah. Pengalaman dalam latihan ada 
lah kunci pokok dalam hal ini. 


hiA. (\As-nA s 
\A r\ 

Al ' 

^ K' 'l A r ' 

- \t A ^ tA ' y 


X 

■ x 


T 


j. 


4 I 


i 



t 


MTIHAN 


Untuk soal 1 - , .1 1 gunakan bukti langsung dengan konisional 


untuk menyelesaikannya, 


i® 


1 . 
2 . 

k 

5. 

6 . 

7. 

8 . 


Jika a genap dan b genap maka a + b genap. 1 
Jika a genap dan b genap maka a b genap. 

Jika a genap dan b gabjil maka a + b ganjil. 1 ^ 


J(k tj) 


Jika a genap dan b ganjil maka ab genap. 

Jika a ganjil dan b ganjil maka a + b genap. 
Jika a ganjil dan b ganjil maka ab ganjil. 
Jika a ganjil maka a 2 ganjil. 

Buktikan : Setiap kalimat dalam bentuk 
EyAx.P(x,y) => Axfy.P(x,y) 
bernilai benar. 

9. Berikan bukti dengan kontra posisi untuk soal 

p 

10. Jika a~ ganjil, maka a ganjil. 


a: sn 

QN + | 

('W +0 

7 dan 8. 


2n(M) 


Pembagi sejati suatu bilangan adalah pembagi yang kurang 
dari pada bilangan itu. Bilangan sempurna adalah bilangan ^ 
yang sama dengan jumlah pembagi-pembagi sejatinya.. 

Buktika n : Jika n (bilangan alam) adalah sempurna, maka 
n tidak prim. 


19 buktikan timbal balik. 

p 

bulat ganjil <f=^ a bilangan bulat ganjil, 
gambar. 

Buktikan : AB = BC < => 4.1 =4.2 


C 

14. a < b <=> a + c ^ b + c . 

15. x bilangan bulat genap jika dan hanya jika. x + 2 bi- 
langan bulat genap', o 

16. x bilangan bulat ganjil jika dan hanya jika x 4 1 bi- 
langan bulat genap. 




Untuk soal 12 - 

12. a bilangan 
1)0 r ^ ia ^ ^ ka n 
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(I7-) Setiap kalimat dalam bentuk ExEy .P(x ,y )<==> £yEx.P(x,y), 
adalah benar. 

10. Setiap kalimat dalam bentuk 

Ax(P(x) a Q(x))4==> (AxP(x)A A(x)Q(x)) adalah benar. 

19. Para matematisi biasa membuktikan kalimat dalam bentuk 
P 'y (Q r'.. R) dengan membuktikan (P l Q) ) R dan 
(P V R) Q . Tunjukkanlah tautologi yang membenarkan 

ha 1 ini . A b,. k f -) f f' -j ( ( f Vcf J •/ t J A ( f V K. 7' .> <55 

■j / 09 3 

Untuk soal 20 - 28 buatlah model pembuktiannya, selanjutnya 

buktikanlah. 

2 

20. Ax(x genap bhb x genap). 

21 . AaAb(a < b bhb a + 8 < b + 8) 

22. Untuk dua himpunan A dan B f x € A u B bhb x e B ^ A. 

23. Untuk himpunan A, A C A. 

24. Ex.x 2 = x. 

co 


»• «»„>• <i-, % 

n=1 


divergen A lim u =0) 
n — n 


26. EyAx.x + y = x. 

27. Untuk himpunan A, 0 C A. 

28. EyAx. xy = x. 

% tL 

Untuk Boal 2-9 - 48 gunakanlah metode pembuktian kasus un- 
tuk menyelesaikannya. 

\ 29. Jika A sebuah sudut, maka A lancip v v , 

30. Jika f suatu fungsi maka kasus yang dapat diturunkan 
ialah 

« ) f dapat didiffaranaiu Ika n v ^ j**** x 

b) f fungsi genap v 1 v f tidak genap dan tidak gaji 
jii. 

c) f konstan v - ^<0 W 

31. Apabila x bilangan bhlat maka 

a) x genap v 

b) x > 9 v ' v x < 9. 

(3^) Bila x bilangan riel maka l-i-l = |xl 

13. Jika x bilangan riel maka |x 2 | = |xl 2 

Untuk setiap bilangan riel x, x^ |xl . 

(**)) v wy ■* X' 

- a 


d| 

6 

-•■f 


n >u 

. <£* CSO . 


V~*l 1 XI 


2 , va-vu itto 


0) '' '"M'M ^ 

^ \f\~ -Z7» 

K^x\ 
* £ (xl 


fv V A VCl ^ 
' 0 


0 ) fao 


X 


J' 

A - } 


V 


- 

A /fe ^ • A i (xl w * a* 

V\Vv^-A Yv«0. 4 

Jika x dan y bi la nga n-bi la nga n riel maka lxy 


&) /)o/ ' 1 ' *' , 

y Jl\ V' 1 =tj( , x . 

\*Vw' 

89 '* l 
- C X 'lli 

11 I y i 3~k *Sv 


= j X 


3p. J ika a > 0, maka I x f a 


bhb 

bhb 


-a { x a . 
x > a v x < -a , 


37. Jika a 0 G, maka |x|> a 

[38/. Jika X cls,n ^[bilangan-bilangan riel, maka 

f y | X 'P*} ^ ? O — 

' X > a ^ £. C '=SI * 

(39 j J ika x dan y bilangan-bilangan riel, maka 


MC * ~i ^71 
l\ 5 iu -4 7 


n -/ ' 7 U4 1 


X + y | 4 |xl 

> y 

|y! 4 lx - yl 


i 1 * 7 u .) » 1 11 ? 


2 


Imi ^ , k ; V 


k ?/ < 

*Jx\c *)/ - 

40. Jika f fungsi monoton tajam maka f adalah fungsi satu- 

sa tu . 

41. Jika x bilangan bulat, maka x 2 - x bilangan genap. 

42. Jika x bilangan bulat, maka x 2 + x + 1 bilangan ganjil 

43. Carilah suatu bukti kasus untuk teorema kosinus dalam 
trigonometri . 

44. Carilah bukti dengan kasus untuk formula 
sin(a + b) = sin a cos b -f cos a sin b. 

45. Carilah bukti dengan kasus untuk teorema Rolle dalam 
ka Iku lu s . 

46. Fungsi g yang dinyatakan oleh nr (x) = |x( , x ^ 0 adalah ' 
dif.ferensiabel, sementara fungsi f yang dinyatakan oleh 
f(x) = |x| , tidak dapat didif ferensiasi . Tentukanlah 
formula untuk g 1 dengan menggunakan bukti kasus. 

47. Buktikan : Setiap kalimat dalam bentuk 00 

(AxP(x) v £xQ(x))=4 (AxP(x) v Q(x) ) 
adalah benar. 


^ L, 2^V 


48. Andaikan kita mau membuktikan kalimat dalam bentuk 
P 






( Q A R) dengan kontraposisi . Tunjukkanlah ke - \ 

rangka bukti kasus yang akan digunakan. 


z'" £ 

ns' 


Gunakan Induksi Matematika untuk soal-soal berikut. 


49. &n N 9 2 n > n. 
(50). In N, 3 n > n. 

51. An N , 2 4 2 n . 

52. An N, 2 d 4 2 n . 

53- An N. n (, n + 1 
,n-1 


•?-i (p p =? v 

cfcvVA/Vtiv. V , dlcaKxiiwC\to^ 1p 


y 


An N. 2 




^ CC]yQ) f • 
w ^ 

\utY\ V v rUi< » 

( U' y f<AAy\*vi J 

) T r ' cX * CD rA r 0 

✓t-i Jl I \ t r i 


F -M’ 
, - /l 


i 
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''5. An^ 4 . 2 n < n j . 

Andaikan a dan b bilangan riel positif, 
buktikan An 6 N (a ( b ^ a n < b n ) 

57. AnCN. (2n)l<2 2n (n! ) 2 . 

58 ‘ An *N. | sln(nx)l i n I sin xJ. 


-) = 


n -f 1 
~2n 


Buktikan Teorema De Moivre : An € N, Au£' R, 

(cos u + i sin u) n = cos(nu) + i sin(nu). i 2 = -1 , 

fiO. AnCN. TT (1 1 

3=2 j 2 
n 

61 • ' An€ N . 71 cos 2 j-1 u = 5lJ ? 2 n u , 

1=9 0 n . > Sln u r 0. 

J ^ 2 sin u 

Buktikan ketaksamaan Bernoulli : 

~ 1= ^n A ° ^ N ' (1 + a) °> 1 + na - 
2 

A n £ N. i = n + n 

( 7 jt, j • 

/0 An N. X 2 ^ « 2 n+1 - 2. 

3=1 


/’ 5, Diketahui Ampunan n titik pada bidang, n » 2, tidak 
ada tiga titik yang kolinier. Buktikan bahwa banyaknya 
garis penghubung setiap dua titik adalah 

»(p ~ D 
2 

tlka nlah yang berikut ini dengan kontradiksi (reduotio 
«d absurdum) . Terjemahka nlah lebih dahulu kalimatnya kemu- 
■ la n ingkari. Tentukan jenis kontradiksi yang digunakan. 

"oi.uk soal 66 - 74 berhubungan dengan sistem bilangan riel 

<-h. Untuk setiap non-negatif x dan setiap y, jika x rasio- 
nal dan y irrasional, maka * . y irrasional. 

;•;* J'*"* Betlap dan setia P y . (X * OA y + o)^xy t o 
• lntUk 8etia P x dan setiap y , x > 0 => x _1 > 0. 

Unl.uk setiap x dan setiap y , x < 0 = 4 > x _1 ^ 0. 


\ 


t 
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70. Untuk setiap x > 0, fx < fyTTl 
0. Untuk setiap x > 0, x + x -1 > 2 . 

72. a) Terdapat suatu bilangan irrasional a dan siiatu bi- 

langan irrasional b sedemikian hingga a b rasional, 
b) Apakah bukti kontradiksi ini benar-benar dapat me- 
nunjukkan suatu a dan b sedemikian sehingga a b ra- 
sional ? 

73. Dalam sistem bilangan riel, kalimat 

Ax. x + 0 = 0 + x= x, adalah benar. 

Andaikan ada. suatu bilangan riel k lainnya sehingga 
berlaku k £ 0 dan Ax. x + k = k + x = x. 

Turunkan la h suatu kontradiksi dari pernyataan ini. 

74. Dalam sistem bilangan riel, kalimat 

Ax. x . 1 = 1 ,x = x, adalah benar. 

Andaikan ada suatu bilangan riel k lainnya sehingga 
*x«k = k.x = x. 

Turu nkanlah suatu kontradiksi dari pernyataan ini. 

Untuk soal-soal 75 - 8@ berhubungan dengan sistem bilangan 
bulat. Buktikanlah dengan kontradiksi. 

75. Untuk setiap x, jika x 2 genap maka x genap. 

76. Untuk setiap x, jika x 2 ganjil maka x ganjil. 

77. Untuk setiap x, jika x genap maka x + 1 ganjil. 

78. Untuk setiap x, jika x ganjil maka x + 1 genap. 

79. Untuk setiap x > 0 terdapat suatu bilangan genap m 
sehingga m> x. 

80. Untuk setiap x > 0 terdapat suatu bilangan ganjil m 
sehingga m^ x. 

0 Untuk setiap bilangan riel positip a dan setiap bilang- 
an riel positip b berlakulah 

/'a + b ^ |/"a + (/b’. 

Gunakan bukti eksistensi untuk soal-soal 82 - 84. 

82. Terdapat tepat satu x sehingga untuk setiap y berlaku 
x • y = y . x = y. 

83. Untuk setiap x ada y yang unik sehingga x+y=y+ x =0 

84. Untuk setiap x terdapat dengan tunggal satu y sehingga 
jika x ^ 0 maka. x . y *= y # x = 1 


V. TEORI HIMPUNAN 
kuuipul 

1 . . PENGERTIAN 

Konsep Himpunan yeng berasal dari G.Cantor (1843 - 1918) ini me- 
rupakan suatu konsep yang sangat penting dan sangat mendasar ba- 
gi seluruh matematika. Teori himpunan telah dikembangkan oleh 
Cantor menjadi suatu disiplin yang sangat mengagumkan. Teori ini 
merupakan suatu kreasi terbesar dari intelek manusia. Ia, bersama- 
nnma dengan Logika menjadi landasan bagi seluruh matemacika dan 
memperkaya hampir setiap cabeng dari matematika. Boleh dikatakan 
bahwa tanpa teori himpunan matematika tidak akan berkembang sepe- 
nat sebagaimana kita lihat sekarang. Akhirnya teori himpunan mem- 
punyai pengaruh khusus bagi penyelidikan dasar-dasar matematika, 
yang dalam hal ini, dikarenakan keumuman konsep-konsepnya , berpe- 
ran sebagai suatu mata rantai penghubung antara matematika dan 
filsafat. 

Pengertian himpunan dan menjadi anggota himpunan menjadi da- 
ner setiap pembicaraan dalam matematika. Di sini, kedua pengertian 
itu dianggap secara intuitif dapat ditangkap, artinya, secara spon- 
tan dapat dimengerti. Mendefinisikan himpunan dan menjadi anggota 
himpunan secara eksplisit akan membawa kita kepada kontradiksi, eua 
tu hal yang tak boleh dijumpai dalam matematika. Oleh karena itu 
himpunan den menjadi anggota himpunan harus diperkenalkan secara 
Implisit, yeitu melhai eksioma-aksioma . 

Demikianlah secara intuitif kita mengerti apa yang dimaksud 
dongan htmpunen pemain bola, himpunan semua bilangan anll, dan ao- 
bagainya. Oleh karena itu, himpunan dan menjadi anggota himpunan 
menjadi pengertian pangkal (pengertian prinitif, undefined terms) 
pada teori himpunan. 

Apabila elemen (unsur) a menjadi anggota dari himpunan H maka 
hr 1 ini disajikan dengan a e H. Sedangkan ingkarannye, yaitu a bu- 
knn anggota H, disajikan dengan a <j£ H, atau a - € H . 


Apabila H suatu himpunan berhingga, yaitu banyaknya anggota H 
u'lnlnh berhingga, maka himpunan itu dspat dinyatakan dengan fflembu- 
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. r j* ■( h- = aew 


1 


cM?^- 
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a t daftar dari nama-nama anggota-anggotanya . Demikianlah misalnya 
H “ 1 1 , 2, 3 } adalah himpunan 1, 2, dan 3. Apabila H tak berhing- 
ga, cara demikian tak mungkin dikerjakan. Maka H disajikan meng- 
gunakan syarat keanggotaannya. Misalnya semesta pembicaraannya 
adalah S, sedangkan variabel, yaitu tanda untuk menunjuk anggota 
sembarang dari S, disajikan dengan menggunakan huruf x. Maka no- 

K bfok (Vk) H - &=) ^ * 

(f k) f-6 H ^ K ^ t* G VL " 1 x ' ( ' ] 

v\£\ c 

dibaca himpunan semua x, sedemikian hingga x mempunyai sifat P ,f . 
Rumus di a tes menyajikan himpunan semua anggota dari semestanya 
yang mempunyai sifat P. Misalnya {x I 0 < x < 1 } menyajikan him- 
punan bilangan riel yang terletak antsra 0 dan 1, (semesta pembi- 
caraan bilangan-bilangan riel). 


P(x) 


ti - < .W V K ,_ U’k ki, 

/) /*/ J T c>4\ IwUp. , v\^ w . 


p ) 


KESAMAAN DUA HIMPUNAN DAN RELASI INKLUSI 






Kesamaan dua himpunan didefinisikan ekstensiona 1, yaitu ditinjau 
dari anggota-anggotanya saja. 

DEFINISI : Dua himpunan H dan K disebut sama bhb setiap anggota H 
adalah anggota K dan sebaliknya. 

p. toJWiiA k 

H = K bhb/ (Ax). x€ H *=# x€ K » u Jll t*, J Kr\-f£, 

— I» >f (k(t^ot\(x 'f Clww v j i ^ 

Dengan demikian -[ 1 , 2, s) * i, 2 } = {2, 3, 1 } dan aeterus- 

n Y a ♦ jedi urutan tidak diperhatikan. lAtbvp- 

V 

DEFINISI : Himpunan H dikatakan menjadi himpunan bagian (subset) 

dari himpunan K f dengan notasi H£K, bhb setiap anggo 
ta dari H menjadi anggota dari K. 


Hck bhb (Ax). xeH «*»> x£ K 


Perhatikanlah bahwa menurut definisi 1 n i noti/ip himpunan menjadi 
himpunan bagian dari dirinya sendiri. 


§\- (Ax) x6(j>i v y< (| 


^ H % 0 , 

Undangkan kesamaan dua himpunan dua himpunan sekerang dapat dinya- 
takan sebagai : 
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H = K bhb H c K & K c H 


yaxtu H termuat dalam K dan K termuat dalam H. Perlu juga ditegas- 
kan perbedaan antara relasi menjadi anggota dan relasi inklusif . 
Umpamanya, aeH sedangkan { aj & H. Relasi £ adalah relasi antara ang 
gota dengan himpunan, sedangkan C adalah relasi antara himpunan 
dengan himpunen . \ t , 

5. HIMPUNAN KOSONG 4 ~ ^ 

Kita telah menentukan himpunan dengan menggunakan syarat keanggo- 
taan. Suatu syarat keanggotaan dapat menentukan himpunan yang°tidak 
mempunyai anggota, yaitu himpunan kosong dengan notasi 0. Misal- 
nya himpunan orang-orang yang berkepala tiga Dua himpunan kosong 
0 1 dan 0 2 adalah sama, sebab kalimat x < ^0 1 ==* 

bensr ’ karena antesedennya salah. Demikian juga kalimat 
x G ^2 ^ x€ 0-| bernilai benar. Sehingga menurut definisi kesa- 

maan dua himpunan maka 0 1 - 0 g . Maka sekarang kita dapat mendefi- 
nisikan himpunan kosong 0 sebagai i 

DEFINISI : Himpunan ^x | x J x } disebut himpunan kosong, dengan 

notasi 0. 


x € 0 2 berni- 


TEOREMA : Himpunan kosong adalah himpunan bagian dari setiap him- 

punan. 

Bukti 1 : Ambil himpunan sembarang H. Andaikan 0 bukan himpunan 
bagian dari H, yaitu 0 £ H. Maka ada x€0 den x <jt H. Kali- 
mat terakhir, ini pasti salah karena 0 tidak mempunyai anggota. 
Sehingga pengandaian harus diingkar dan terbukti 0CH. Karena H sem 
barang maka 0 menjadi himpunan bagian dari setiap himpunan. 

Bukti 2 : Dengan menggunakan definisi tentang implikasi material, 
moka bukti berjalan demikian. Untuk menyimpulkan 0 cr harus dibuk- 
tikan benarnya kalimat »x£ 0 x£H». Tetapi hal ini memang de 

mlklnn karena x£ H bernilai salah, dan implikasi dengan anteseden" 


• -u. , 


(|> C vt 


^7 


Av-M, C ii p j: 






V' jiK- (o t i (A,) F) y e <, 

|; b I’ (. j V A' 4 P- 
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f £ (p ytr K. 

p 

aslah pasti bernilai benar. 

( I/ t*r / \a ^ ^ * 

Sekarang akan didefinisikan beberapa operasi pada himpunan. 

4 r 'i ). 

4. INTERSEKSI ATAU IRISAN A j W ^^r S \^ X 

'4 tA< 

DEFINISI : Interseksi dari dua himpunan H den K, dengan notasi 

Hr>K, didefinisikan sebegai himpunan yang anggota-anggo- 
tony c terdiri atas semua elemen yang sekaligus berada 
dalam H maupun dalam K. 40 5 ? 


K. 


= df . j 


x £ H & x ^ 




Tc.ncL di " dibaca "didefinisikan sebagai" . 

Ds lem diagram TENN di samping ini, bsgi- 
3 n yang diarsir adalah H K. Apabila 1 
H = \ ? ' % 5} sedangkan K = ^3, 7 } maka 
H r\ K = { ^ } . Apabila H=]x|o<x< 3 } 
dsnK={x|l<x^2j maka Ha k = v d}i>C\C^ 
{ x j 1< x^2) . Apabila HaaK = 0 ma ke 'ty 
H den K disebut seling asing (lepas). 
Perhatikan bahwa HnK = Kr> H. Kerena 
u se - ep H berlaku 0 r\ h = 0 maka menurut definisi di atas 

se mg asing dengan setiap himpunan. Karena juga 0 c H untuk se- 
tiap h maka didapat : 



Himpunan kosong 0 merupakan himpunan begian dari setiap himpun 
sekaligus saling asing dengan setiap himpunen. 

5. UNION ATAU GABUNGAN, SELISIH DAN KOMPLEMEN 


'DEFINISI 


Union dari himpunen H dan K, dengan notasi H o K, di- 
definisikan himpunan yang anggota-anggotanya terdiri 
etas semua elemen yang sekurang-kurangnya menjadi eng- 
gota dari salah satu himpunen H steu K. . 

( M ^ x x ^4 - 


H w K 


5 

0 . & // h j 


df 

4 ^ A 


i x I 


x £ H 


x £ K } 




i/ II n 

9 , 


\ £ 


w 


0 

A 


"v, 

A ST /tc v* ^ 'I 


4oh -d A 


4')u § i/ tjp-) £ j H •■< A» 






c 



y n\ -- (AMXT 
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Umpamanya H = { 1 , 4 , 7 } dan K = { 1 , 4 , 8 } maka HWK =•{ 1,4,7, 8} 

DEFINISI : Selisih dari dua himpunan H dan K, dengan notasi H - K 
didefinisikan sebagai himpunan yang anggota-anggotanya 
terdiri atas semua 'elemen H yang tidak beroda dalam K. 

H - K . « df x lxfH & x <£ K} 

Misalnya H = \ 1 , 4 , 7 } dan K = {j , 4 , 8 J maka H - K = {7 $ dan 
K - H = j 8 j . 

DEFINISI : Selisih dari semesta S dengan H, yaitu S - H disebut 
komplemen dari H, dengan notasi H c . Jadi H c terdiri 
atas semua elemen semesta s yang tidak berada dalam H. 

H c = { x | x £ H j 

Diagram-diagram di bawah ini mengillustrssikan definisi-definisi 
di atas. 





Contoh : Apabila semesta s = | 1 , 2, 3, 4» 5} sedangkan H - \ 2 9 4 j 

dan K = { 2, 3, 5 j mako H/^K = £ 2 } , HvK = {2, 3,4,5} 

H - K = { 4] ; K - H = | 3, 5 } , K c - ^1, 4 }. 

5 CL . SELISIH SIMETRIS 

’ i n t i «v , / 

DEFINISI : Selisih simetris dari H dan K f didefinisikan H A. K, di- 
definisikan sebagai himpunan yang terdiri dari semua ang 
gota H yang tidak dalam K, beserta semua anggota K yang 
tidak berada dalam H. Atau semua anggota H K yang ti- 
dak dalam HrvK. 

HAK . = df , (Hy K) - (Ha K) 
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4 + 


h' U K 

Tl-jA' «T e H V M: l'-; 

H o' c 

k M A d H A X (r |C 


- ^ A ( 7* £■ n fyb * 4 i*- 


* f\M 



hAk .-HtK 

— I4-KU|C-M 
6. ALIABAR HIMPUNAN 

6 «i. SIFAT-SIFAT DAN RUMUS-RUMUS 


Contoh : H = { 1, 2 , 3, 4, 5} dan K *= 
i 1 » 5 > 9 j maka hAk = -[ 2, 4, 7, 9 j 


<H <+ * •-=) ^ «feli'2 v 

. , 7 f.' 

($0 H ' $)(* J 


Oi 


Pembicaraan di atas memperlihatkan bahwa himpunen-himpunan de- 
Pot dikomposisikan satu dengan yang lain. Selain komposisi-komposi- 
si yang menyangkut dua himpunan seperti union, interseksi, selisih 
'■n selisih simetris (yang disebut operasi biner), ada juga operasi 
yong hanya menyangkut satu himpunan saja., yaitu komplementasi. Di 
bawah ini dibicarakan rumus-rumus pokok dari aljabar himpunan. Ber- 
utikan =danya kesamaan tetapi juga adanya perbedaannya dengan ope- 
rasi-operasi peda ilmu hitung. 

Untuk mempermudah penulisan maka dalam uraian-uraian di bawah 
lni ’ ' llra P uoen “himpunan disajikan dengan huruf-huruf terakhir dari 
^-bjad seperti "x" , "y”, "z" dst, sedangkan anggota-anggotanya de- 
j3n huruf huruf permulaan dari abjad seperti "a", "b", "c", dst. 

Rumus-rumus di bawah ini berlaku untuk setiap himpunan x, y, z . 


RUMUS 1 .r x c x 

x £ Y & y C x bhh x = y 
y C z x c z 


k 




x c y & 


sifat refleksif 
sifat anti-simetris 
sifat transitif 


Bukti 


langsung diturunkan dari definisi relasi inklusic . Mi- 
salnya yang ketiga dibuktikan demikian. Ambil a e x. Ka- 
rena x C, y maka a £ y. oleh sebab y c z dan a £ y maka 
a £ z. Terbukti bahwa a *. x ==* a e z, yaitu x C z. 
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Bukti. Langsung dari definisi diturunkan. Kita buktikan misalnya 
bahwa x n x c = 0. Oleh karena { a I a 6 xrt x c [ berarti a sekaligus 
berada dalam x dan tidak dalam x maka hal ini tidak dapat dipe- 




Y 0* C ^ C L ( 


Yy 


t 

O) c 
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l 


... . t-yj i. i/jLuorv uppa i/ vi. i. 

nuhi oleh anggota manapun dari semestamya. Sehingga xr\ x c = 0. \ 
Perhatikan bahwa disini a berperan sebagai variabel yang menunjuk 
anggota sembarang dari semestanya. 

RUMUS 8. x ^ (x ^ >) = x (x o y) = x Hk. Absorpsi 

f^WUf^avv. 

Bukti. Karena xc xw/y maka xn (xvy y) = x. Demikian juga kare- 
na xny ^ x maka xv(xny) = x. \ 'j ^ Cl 'f 


RUMUS 9. x - y = x n y c 

, • i 

Bukti . x - y = |a I a^x & a y 

..c 


iVy )o a c ) 


= |a I a e x & 


K: y C l = xoy' 

(I 


RUMUS 10. 

1 4 7 




-j 


x = (x n y c ) v (y o x c ) 

x A y = y A x 
(x a y) A z = x a (yA z) 
x^(yA z) = (X o y ) a ( x r\ z) 


x a y disebut o( dan yA z disebut- . Maka harus dibuktikan bah- 
wbo<a z = y. Perhatikan bahwa^A z itu terdiri atas aoggota- 
an .gota^ yang tidak dalam z beset» anggota-anggota z yang tidak 
dalam * . Tetapi anggota-anggota dari xny justru tidak dalam ck. 
Sehingga &< A z = ix A y ) a z terdiri atas (1) elemen-elemen yang 
tepat berada dalam salah setu i, y, atau z. (2) elemen-elernen yang 


W ta^f ekRllgUs ber0de d£,l£,m x, y dan z. Demikian pula x a ( y a z) terd I 
ri atas elemen-elemen dalam (1) den (2) di atas. 


(p* 

. Y 'a- 


■ t* 




Ca 




Bukti, 


XA y = (xv y) - (xa y) = (xu y) o ( x y) c 
= (xvy y) r\ (x c w y c ) 

= x (x c w y c ) . U . y r» (x C U y c ) 


(X- 

l. v< yi -(i 


'l) 


rM 


= x n x c . u4oy c 


U . y r\ X 
= 0 ♦ ^ . x o y c . l/ . y r> x c 
= (x r\ y C ) \J (y n X c ) 

Si f g t ? ssosia tivi te s dibuktiksn demikian. 


v 

KJ 


y o 
0 




Sekarang bukti dari distribu tivites xo(yAz) = (x^y)A(xnz) 
demikian : Dsri pihak kiri : 

c v 


x^( 7 a z) =xn(ynz c .w. z n y ° ) = ( x ^y^ z c ) . (xA Z Ay C )..J 


j i,^ C 

J I L 


Uari pihak kanan : 

(x r» y) A (xnz) = (xa y) a (xa z)° .w , (xn z) r\ (xAy)° 

= (xa y) A (x C NJ Z C ) .u . (x/A z ) A (x C ^ y C ) 

= (xAy AX C ) . (XA yn z c ) . w . ( xn zn x c ) . ^ .( x ny nz ( 

= 0. ^ .(xn yA z c ) . w . 0.<u . ( X n z n y c ) 

= (x/> y^ z ) • \j • (xr>zo y c ) XX 

Kcrena I = n maka terbukti distribu tivites di atas 

6.2. CONTOH-CONTOH SOAL 

1 . Buktikan bahwa x c y bhb - y c C x c 

Bukti. Ketentuan x c. y berarti untuk setiap a berlakulah, 

a € x ===£ a £ y. Dengan kontra posisi a $ y a 

Ambil sekarang a£ y c , make a «0 y, sehingga a 4- x, yaitu a £ x c . 
Terbukti a £ y c ===> a 6 x c . Jadi y c C x c . 

Sebaliknya jika y c C x c maka untuk sitiep e berlaku a(y c ==iaCx° 
Dengan kontraposisi a * x c ==* .8 * y c , yeitu a6x a £ y sehing- 
gs x C y. 


Bukti yang lain. Karena * C y ma ks xvy = y, sehingga (xvy) c = y c . 
Selanjutnya dengan hukum de Morgan didapat x c n y c = y c . Dan 8eka ii lagl 


dengan rumus 4 diturunkan y c c x c . Dengan jalan yang sama dibuktikan 
y c x c ==» x c y. 

m 



rf/ 


d-/ 




\ 


/ir 


j 



2. Buktlken xc yj bhb xn y = 0. 
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Bukti. Dengan reductto ed absurdum. Dibuktikan dahulu bahwa 

"X £ y c xn y = 0. Karena xC y c maka setiap anggota x men- 
jadi anggota y . Andaiken xn y ^ 0. Meko ada a dengan s^x dan 
y. Karena setiap Anggota x adalah anggota y c maka a € y c . .Kon- 
tradiksi, sebab y^ y Q = 0. Pengandaian harus diingkar dan torrbukti 
x H y = T 0 


Sebaliknya dari ketentuan x«r> y = 0 harus dibuktikan x £ y c . 
Andaikan x ¥ y c . Meks eda a dengan a€x dan a ^ y C , yaitu ada 
a dengan af x dan a£y. Jadi x^ y ^ 0. Kontradiksi, sebab menurut 
ketentuan xn y = 0. 


3. Apabila xn z = Y n z dan x^z = y^ z maka x = y. 

Bukti . x = x n (xv/ X) =xo(yuz) = (xn y)^(x^z) = 

“ (x^ y)v (yn z) = (yo x)v (yr» z) = yr> (xu z) = y^ (yv*/ z) 

= y 


Perhatikanlah bahwa hukum-hukum yang digunakan adalah berturut-tu- 
rut : hukum absorpsi, ketentuan, d istribu tivitas , ketentuan, hukum 
komutatif, distribu tivitas, ketentuan dan hukum absorpsi. 


Ceta tan : Dari xv z * yu z saja tidak dapat disimpulkan x = y. Derni 
kian juga dari x^ z «= yn z saja tidak boleh disimpulkan x = y. 
Dengan kata lain, hukum-hukum kansellesi tidak berlaku. Hal ini di- 
perlihatkan oleh diagram-diagram di bawah ini. 



gambar kiri terlihat xu z = z 
kenan terlihat xn z = y^z 


f 


y^z sedangkan x ^ y. Pada 
z tetapi juga x ^ y. t' «U M 


a / Q Cvny) c - < 0, r 


niy. 





V { <VVW / i'VVV' 

0x 


4-i 4.2 

A-'tll) | 

xn ^ 
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4. Sederhanakan lah xn (x c v y) . u . y^(y^z) . v . y. 


Penyelesaian: Dengan menggunakan hukum distributif, dan hukum sbsorg 
si maka bentuk di atas sama dengan : 


i 


n 


fV wYiyy 


(x r\x )v< (xo y) v y\/ y . Selanjutnya sama dengan 
«y(x/>y)v,y = yu(xnjf) = y. Langkah terakhir dengan 



(> 


X f\ -V^menggunaksn absorpsi. /■ 

,,^7 ■ u 

:v ; ... 

d)- Buktikan xuy = s bhb X C £ y> 

?> Buktiken ^ - (x - y) = xny 

Buktikan (x — y)^* = yv/x^* , c C 
.y, i\ \ " 

(i/ Bukt iXan x - ( y a x ) = x - 'y C .. v 

|§j) Buktikan (x - y) vy ( y - x ) = (x v y) - (x/a y)^ 

6 . Apabila zcya maka (x - y)>y(y - z) = x - 

7 , Apabila xav = x y, y c maka x = 0 . Buktikanlah/ H*> 

3 . Buktikan x = 0 bhb (xn y c )v (x C a y) = y f\\ C 

9 . Sederhanakan lah y/, (x 7 yuz)o Ua(iivv c ) 

’ ’ (-11 

Y 

1 J> * Dengsn menggunakan rumus-rumus yang ada sederhanakan lah 
(xv y) * (x c „ y) A (* c „ y C) msn<1adl yn ^ 





Buktikan (xAy)v (xa y c ) = x dan 
(xv y) a (xv-.y c ) = x 


Catatan. Soel ini dapat diselesaikan dengan memasukkan x c v y. Haj 
ini diperbolehkan mengihgat rumus-rumus xa x = x den ; 
den x u x =: x . 

1 2 . Buktikan xSy£z&xbhhx = ya!Z . 

13. Carilah komplemen dari xv (y C A z), v . 

14. Apabila x den y dua himpunan maka x dapet dipecah atas dua him- 
punan yang saling asing. Yaitu x = (x - y)u(xny). Buktikanlah. 

0 (?-$ -- K . 

> ' f Y 

(yo^)-O. AO(| - 


^ r 

K* S 
-P 


Y f 

-4 -Y 

y ^ 


V 


S' 

c 
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15’. Apabile xC y u z dan uC v maka buktikanlah bahwa : 

(xn y C n z c ) ^ (un v c ) = 0. 

16. Untuk setiap x, y dan z buktikanlah bahwa 

(y U z )o (zu x C )n (xd y c ) = (y C uz)n(z c ^x)^ (x C ^ y) . 

17. Apabila yv x = z\jx dpn yt/ x c = z ^ x c maka buktikanlah bahwa 
y = z. 

18. Apabila yn x = zo x dan = za x c maka buktikanlah bahwa 

y = z. 

(l^i Buktikan bahwa (x^ y) a (x c v y)A (y^ z) = (xn z) (z c n y) . 

20. Sederhanakanlah (x c u y c )A z. . x c a z . u . y. 


t 


S 
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7 . PERG.ANDA/.N HIMPUNAN 
7,1. PASANG/N BT5RIJ RUTAN 

b.tik^M * 8 MmPUnan berSShe;)e (plCi " Set) urutsn W^k dlper- 
e'tu P i nSSS Urapamany M a * M - a3 . Perhatikan bahwa 8U - 

Y'it :r°; UnCUl 3?tU kSli SS ' 18 8ebesai en SS° te suetu himpunan. 
Yaitu ker tu keanggotaan" diberikan satu kali saja. Maka ditulis 
i a, b j dan tidak f a, a, b J . 

dan a!"! 8 ' 1 "" 7 ? P ~ nga n beruruta n, maka urutan diperhatikan 

bu] — g g f b o leh d iulang. Pasangan-pasangan berurutan memang tim- 
1 del8m "’stematika. Ingat saja geometri analitik bidang di 
mana ada titik-titik dengan koordinat (2, 2), (5, 5) dst. Demiki- 
I S ° P£t dldefi °isikan n-tupel berurutan . Umpamanya (a. , a , 

‘ dl mana urutsn diperhatikan. Perhatikan bahwa untuk 

wal ' " r 5 "" hinpaoeo bersahaja maka notasi dengan kuruosr kura 

d.«itTto 0 i diL s : ; kuruos biasa - Kesamaa ° dua n - tupei 

-BPIHIoI : ( 2 ! . s 2 , a n ) = ( bl , b 2 , b n ) bhb = b t 

untuk setiap 1 = 1 , 2 , ... 0 . 

Pada khususnya (=. al-fv, v \ vv, 

y s ? ) - (b 1f b 2 ) bhb Sl = bl dan a ? = b ? . 


7.2. P5RGANDAAN KARTRSIUS 

: pengen hasil gande Kartesius (Certesian product) H x K 
dari du c himpunan H den K dimaksud himpunan semua pa- 
sangan berurutan (h, k) dengan h^H dan k4 K. 

H x K .-df.J (h, k) lh€H & k6K } 

(h, k)feH x K bhb hj H dan k®- K 

didefinisi^ 8 " "* ^ fekto - f ^ bornya sama dengan 0 maka H x K . 

faktor fllT ° 581 0 ’ Perhatlkan b?bwa dalam pergandaan di atas 

faktor-faktornya diperbolehkan sama. Jadi diperbolehkan H = K . 

kan juga bahwa pada umumnya H x K tidak sama dengan K x H. 



'•'"'I Mrnponco 

•'OimiIiH; m 

Onv-fh) 


& sviq/v>( 3 ^^, a 

av^Cjotc^ M Akc, 

Ql\^o f c, 


W<5<5«K 

A 'f® 


9- h i mfi/nsi^ f> 

^biHi 
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Ml "" I n yo II = {a, b} dan K ={o, d} maka 

II » K ^ ^(a. c), (a, d), (b, c), (b, d) j’ sedangkan 

* 11 f c > a )» ( c » b), (d, a), (d, b)J . Karena (a, c) j (c, e) 

H'.d’.i himpunan H x K tidak sama dengan K x H. Selanjutnya : 

II “ H - {(&, e), (a, b), (b, e), (b, b)} . 


I Orgendaan Kartesius tidak terbatas pade dua himpunan saja. Um 
iMiniiriya ditentukan himpunan?tf¥mpun^^ 

* x dimaksud himpunan semua n-tupel (h 1 f h 0 , .. 


II 


x Hp x 


h n> 


tlmiKCin untuk i = 1 , 2 % ... , n. Perhatikan juga bahwa pada 

Mj x llp x ... x beberapa dan mungkin semua 1 P diperbolehkan sama. 


«'/'Intan. Untuk menurunkan rumus-rumus dan menyelesaikan soal-soal 
tentang hasil ganda Kartesius diperlukan beberapa fakta 

ya I tu : 

Himpunan {x I P(x) & Q(x)j terdiri a tes elemen-elemen x yang meme- 
nuhi nyaret keanggotaan : memiliki sifat P dan sekaligus memiliki 
ullnt Q. Himpunan ini sama dengan interseksi himpunan elemen-elemen 
\uu/' memiliki sifat P saja dengan himpunan elemen-elemen yang memi- 
liki sifat Osaja. Yaitu {x/ P(x)jn{x| Q(x)j . Didapat rumus : 

I P(x) & Q(x )5 = { x I P(x)}n{x i Q(x)> 

Domtkien juga : 

{ x I P(x) v Q(x)j ={ X I P(x)}u { x / Q(x) } 


IMI Ml 1 f> : (HvK) x M = H x M. O' .k x M 

Ikiktl. (HuK) x M = {(?, b)/ egHoK & bfeM } 

= { (a , b ) / (a € H v a € K) & b f M 3 

= j( 6 , t)I (afH A btH) v (a € K & b£ M)j 

= { (a , b ) I a e H & b e M j . U' . { ( a , b ) / a $ K & b£ M j 
= H x M . U' . K x M 

'■«tutun. Pada umumnya (H x K)um £ (Hu M) x (Ku M). Ambil misalnya 
'l = {^} « K = 0 , M = -{013 dengan h ^ m. Maka H x K = 0 , 3e - 

I ' 1 l, Kk" ( " * K)uM = 0 u ( m} = | m } . Dari la in pihak Hu M = {h, mj 

'l"" KU M - (mj . Sehingga (H u M) x (Ku M) = { h, m } x { m J = 

I ( 'l • m) . (m. m)} . Maka terlihat (H x K) a M ^ (Ht/M) x (Kw M). 


f 


H 

6 'Tik** 4- @ e h ( on ^ ^ ^ 

, (rf lfi.IV) V\impvn c „ [c^k -rv^fc^ 
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°LG\} O^k 


Ooatoh t. Buktiknn H - ([„ „j . (H - K)r,(H - ») 

r, »ktl. H - (K„„) 4 

H a I a fc H & a^K & a m j 

= { s I a g H & a^K & a e H & a £ k J 

s. d.„ g k,„ • <«-")-<» -«J a e nvtf 

<H - K)n ( H - *) “ je I a € H 4 . f. *}„{. | . t „ «'„'„„j 

- { a I a £ H & a^fK & a £ m j 

= H -(Ku M) (\ £ I ! /J 0\4 ^ ' 

Contoh 2 . Buktikan (H.n h ) i fr „ n u 

V 1 2 > x l^n K 2 ) = ^ x K, » n . H 2 x K., 

Bukti. , \ 

; ^ f VI/ W 


<W * (‘.''V-IC- '»l*€H,«H 8 .4 . b g Kj a K. { 

{ (s . b ) I 6 6 H 1 & e 6 H 2 «C b € K 1 & b e Ka \ 
= t < a . h 1 I e * U ». u , T, . X/ . . 2 f 


o \( fk 

M( a . b)|a €Hl &b£ K /fl<(a, b) 1 ! at H 2 '& 2 b6K 2 j 


A© 


H-| x K 1 . r\ . H 2 x K ? 

Hkh il (-iy M y -K k M 

“(fiflfcl A € MAM t y ^^( 0 ) 

h 2 > <K,k v . , k, i' 4 « « ; x « 4 ; 

& f « /«k , 2 


7 . 3 . LATIHAN 
i . Buktikan 


(?/ Apabila KC H'dan N £ K maka : 
(M X K) n (h x N) = M x N 


'M 0 (-f A K o w 

D Bbktlkbn (H - £) , „ . (H , B) . (K t K) M »« 

4 . Buktikan b.h„ b e„ ltol b »„„. 


5« oelidikilah spakah 

(HxK)AM_ r j x ^ ♦ n . K. x M bernilai benar ? 
6 . Selidikilah apakah 

x (KaM) H x K .a. H x;M bernilai benar ? 
!• Selidikilah apakah 

(K n m) _ (h - K)u(h - M) bernilai benar ? 



^ £ VI u b c ! 1 

( MO|l|)< (MO N/) iK ) v (Vr>Vj 


W - K 


M 


K K/ 


/. 
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M. HIMPIJNAN KUASA, KELUARGA HIMPUNAN DAN HIMPUNAN INDEKS 
UKI'UNISI : Dengan himpunan kuasa (power set) dari himpunan H, de- 

TT 

ngan notasi 2 , dimaksud himpunan 3 emua himpunan bagian 
dari H. 

I'nrha tikan bahwa 0 dan H sendiri menjadi himpunan bagian dari H* 
•ifUilngga, jika H ={a, b, c } maka 

•' { 0, { s j . {b} , { c } , { e , b j , {a, cj , (b, c j f {a , b, cjj 


T KOREM A . Apabila H terdiri atas n anggota, dengan n suatu bilangan 
alam, maka banyaknya anggota dari himpunan kuasa 2 adalah 
2 n . 

Iliikti. Himpunan kuasa 2^ terdiri atas : 

(I t Himpunan kosong 0, banyaknya 1 . 

Himpunan-himpunan bagian yang terdiri atas satu elemen, banyak- 


nya C 


pj Himpunan-himpunan bagian yang terdiri atas dua elemen, banyaknya 


n2 


Himpunan-himpunan bagian yang terdiri atas n elemen, 



U«ihlnggo banyaknya 


anggota dari 2 


H 


ada la h 


banyaknya 


1 2 

I i C +C +C’ + 
n n n 


. . + cj - (1 + 1) 0 = 2". 


Uuigkuh terakhir ini dengan menggunakan beberapa rumus elementer 
<l/i i' 1 teori kombinasi. 


DKI'INISI : Dengan suatu keluarga himpunan (family of set») dimak- 
sudkan himpunan yang anggota-anggotanya adalah himpunan 
himpunan . 




'H z 




Y- --- 1 Y-' 


. 
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Himpunan kuasa dsri suatu himpunan merupakan keluarga himpunan. 

Untuk menyajikan anggota-anggota suatu keluarga maka diperlukan 
namo-nsma dari pera anggotanya. Biasanya digunakan himpunan 
indeks I, yang tidak lain adalah himpunan mama-nama. Demikianlah 
umpamanya, apabila I = [1, 2, maka dengan j dimaksud 

\ ^i * ^ 2 ' 1 ^ mana setiap adalah himpunan. 

DEFINISI : Apabila himpunan indeks I = p y y , . . . } maka do- 
n S&t) (f“1 -j- dimaksud H r\ H H r\ . . . 

Sedangkan dengan 

(U )i-r t dimaksud H v/ H u H \j . . . 

TEOREMA. Apabila 1 = 0 maka j = S dan (U jH.)^ x = 0 

Bukti. Perhatikan x £ (H .H i ) . 0 bhb (‘Ai). i£ 0 ===* x6H j . 

Ruas kanan dari hi-implikasi ini pasti bernilai benar sebab 
i£ 0 pasti saLah. Sehingga untuk setiap x dari semestanya 
berlakulah (p i H 1 ) u0 . Jadi (fl-H.)^ 0 = S. 

Sekarang perhatikan x c (U i H i ) i£ 0 bhb (Ei) . 1*0 & xfH. . 

Ruas kanan dari bi-implikasi ibi pasti bernilai salah karena 0 ti- 
ic k mempunyai anggota. Sehingga untuk setiap x dari semestanya 
berlakulah x £( U i H t ) lfe 0 bernilai salah juga, jadi (U i H 1 ) ie0 = 0. 

Catatan. Beberapa penulis menggunakan notasi (f]^ T H t ) untuk no- 
tasi . Apabila I diketahui sering juga dieing 

*at n i H i saja. 

Dengan menggunakan himpunan indeks, yang dapat merupakan himpunan 
dengan tak terhingga banyaknya anggota, operasi-operasi pada him- 
punan seperti ioterseksi, union dst beserta rumus-rumu snya dapat 
digenera lisasi . 

Mi s 


1 “ l " Te l (n t g i> c - U t nf] d a „ | ( u lBl > . n 


yang. disebu t 


generalized de Morgan laws. 

Kita buktikan yang pertama demikian, 


«'W 


V'" )° sedangkan L/ 1 H*? - ifutfulfu .. 

* 'l «a * 


e> * 

cej\) e = U; Uj c 0 

(W (/t, ^ ) c = ( h i n '< n ^ (\ ■ j H i n ( n, , 1 1 iyj \\ An . jj' • 

Pr| * U ( WjOH^O' ) ( *' l ' 

sjvJ u B-Zua-hoM» V 


4^ ) (x)£ /'i n r\ a 
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•ohingga apabila x( (n i H i ) c maka x tidak sekaligus dalam 

n^nH^nH^n .... Jadi ada indeks i, katakano<, dengan x£ H c . 

Moka xe U " 01 

.Sebaliknya , apabila x£ U i H? maka x dalam salah satu H c , katakan- 
lah H . Sehingga x tidak dalam (H n H. n H, n . . .)\aitu 
xe(n l H i ) c . * ^ * 

LATIHAN 

I. Tentukan himpunan kuasa dari H = | a , b, c, d j . Memuat berapa 

anggotakah ? , 7 , M , (6 

J. Apabila himpunan indeks I - 5* . A , v , . . .} maka buktikan 

bahwa (U.H.) C =n.H° . 

' ‘ Untuk setiap himpunan K dan setiap himpunan indeks I berlakulah 
Ku ( I! i H i ) = n.(KuH i ) dan K n (L/ i H. j ) = U .(KnH.). 

: 

tti * h 6 ( iC 'J , H 3 - ^ 3 1 6 / p 

^ 3 1 ^ 1 b ] * 3 r \ *ij,r } 

•j ^ -- Jj 


a 



.4- 0 

§~0 


j j)>, ^Ortiaw 4 r R 

— ^ ' " 




VI. R E L A S I DAM P U N G 


u ^ iv i. u .1 u IM U- b 1 
r) 

n-nT a n-T 1 - - - 1 — \ 0 ,f\\^.[ ) f' \ *■ ' 




1. pengertian RELASI W UV^V^VvP 

Sebelum mendefinisikan relasi secara tepat sebagai himpunan, 

, ! Pengertian melasi untuk sementara dibicarakan contoh-contoh 

oan percakapan sehari-hari. 

Misa ikan ditentukan suatu semesta M ={e, b, ...} . Maka re- 
lasi R dinyatakan determinatif pada M bhb untuk setiap a, b da- 

3 8 " M ’ k t Um3t 3 R b < dibaca ^bagai ^ berada dalam relasi R 
engan b") mempunyai nilai benar atau salah. Misalnya, apabila M 
1 u himpunan bilangan-bilangan alam, maka relasi kelipatan adalah 

e erminatif peda M. Sedangkan relasi mencintai tidaklah determi- 
natir, sebab kalimat "? non^ B )-=i t.i 


”2 mencintai 3" tidak mempunyai nilai benar, 
s ehpun tidak. Walaupun grammatikal mempunyai bentuk kalimat, na- 
mun kalimat di atas hanya rangkaian kata-kata tanpa arti. Yang a r 

. .«! : 


**" d,bi0 * t * k *" yang /aTti^ tlf/^ «SS^ 




Relasi yang menyangkut dua anggota disebut relasi biner de- 
ngen notasi a a b atau R(a,b). Apabila a tidak berada dalam re- 
R deng3n b mska hal inl dinyatakan dengan notasi /fj^ atau 


a R b. Apabila menyangkut tiga a nggota maka relasinya Ti^u t re- 


l S a tluTt ed3lSh MmpUnan oreng-orang 

° n ° lb hdti 158(33 Too ° karena sikap si cantik Siti"<£=- 


P n suatu relasi triadik, yang dapat disajikan dengan R(J,T,s) 
‘ juga pada himpunan bilangan-bilangan, maka operasi /bine r/ 


penjumlahan dapat dipandang sebagai relasi triadik, misalnya fl*L- 

■ J’ u = 5 , dSPat dl38jikao sebagai R(2, 3,. 5) . Relasi R di sini 
, a 3 R S ’ b> c) ; dumlah a dengan b adalah c. Sedangkan 2 + 3 4 4 
dinyatakan dengan {(( 2 , 3, 4) atau R(2, 3, 4) yaitu '2, 3 dan 4 
(urutan diperhatikan) tidak^rada dalam r elasi penjumlahan. 


2. RELASI EKUIVALENSI 
DEFINISI 






Relasi R disebut ?? 
mestanya M berlaku 

R refleksif bhb 




leksif bhb urrtulT setiap a dari se- 
a R a . 


k * 4- f P {K t 


(Aa CM), a R a 

«?)) J h 


a 


Hj pef/' 

\p n?T 






f' 1 

KiOf. 4 |g c<eb\0 /pyvhn 


1 1 1 
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''1'Vi ('U’,.. 


•J 


*•* ***H 


/i .au IVi.. ^Ui 

■■ i"'. !. v» w-f.' - r «■ j Utl»A ^ H * 

' r?) \'.rJ:-^ tM k< (>V ^'N • <J^!»l) l - 1 

llf'kioi mencintai antara orang-orang adalah refleksi (*, oobab seti*. 
M|) orang mencintai diri sendiri. Suatu relasi disebut oon-reflek^ 
n! f bhb sekurang-kurangnya ada satu anggota a yang tidak berada <j g . 
).e m relasi R dengan diri sendiri, yaitu (Eo). a # a . Misalnya 
menguasai diri adalah relasi non-ref leksif karena ada orang yang 
l.l dak dapat menguasai diri. Suatu relasi disebut irrefleksif bhb 

(Ae). a f( e . Misalnya relasi y pada bilangan-bilangan. 

( lc*- K 

/> J 

DEFINISI : Relasi R disebut simetris bhb untuk setiap a, b dari 
mesta M berlakulah a R b ===> b R a. 


R simetris bhb (Aa,b). a R b ===> b R a 

k Uisi ,S»v.-r A 'V, Ip k ; / 9-<"\ivn- w Vi M 

Relasi kesejojatan antara garis-garis ada lah^sime tr is . Relasi R di 
nobut oon-simetris bhb sekurang-kurangnya ada satu pasang (a, b) de 
ngon a R b tetapi b {< a . Umpamanya mencintai. R disebut a-simet^is 
bhb (Aa,b). a R b ==4 b K a. Misalnya relasi > antara bilangan-bt- 
Inngan . Relasi R disebut anti-sime tris bhb (Aa,b). a R b & b R oi 
/i “ b. Umpamanya relasi inklusi antar himpunan. 

C'CU-'U ttcy* Sci-v^C^mI ^ —4 1«.^ 1 < 

Catatan. Misalkan semesta M terdiri atas tepat dua garis yang tidak 
nojajer satu sama lain. Moka perhatikan bahwa relasi kesejajaran r 
berlaku untuk semesta ini. Sebab untuk semua pasangan anggota berla- 
ku benarnya kalimat o R b ===£ b R a. Kalimat ini benar kerena ant e - 
nedennya salah. (kt<^ Svw^Ws <Wj A- 

DEFINISI . Relasi R disebut transitif bhb untuk setiap tripel a, b, c 
dari semesta M berlakulah apabila a R b dan b R c maka a R c. 

KjUAs J ’j&yy 

R transitif bhb (A 0 ,b,e) . a R b k b R c e R c 

O. r<-W. U; 

Umpamanya relasi' kesejajaran entare garis-garis luru3. Apabila se- 
kurang-kurangnya ada satu tripel dengan a R b dan b R c tetapi ti- 
dak c R c maka relasinya disebut non-transitif . Misalnya relasi Oien- 
n t ritel peda orang-orang. Apabila untuk setiap tripel berlaku , jiKa 
n |{ b dan b R c pastilah e f( c, maka R disebu t /in-transi tif . Mis^.1- 
iiyn rnlftat tegaklurus antara garis-garis pada bidang. 



2 i 

Ul *' M jl< }, v, 

P^'- 4 > : aw ( - 


f' jk(’ v, j A-' ) 

' t; ' lk-1- v\ 7 
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DEFINISI : Relasi R yang sekaligus memiliki sifat-sifat refleksif, 
simetris dan transitif disebut relasi ekuivalensi 


Dalam matematika re Lasi ekuivalensi memegang peranan yang sangat 
penting. Banyak sekali relasi yang merupakan relasi ekuivalensi. 
Umpamanya relasi kesejajaran antara garis-garis lurus, relasi ke- 
sebangunan bentuk-bentuk geometri, dst. Kita bicarakan sekarang 
relasi kongruensi antara bilangan-bilangan bulat. 

Apabila semesta M terdiri atas bilangan-bilangan bulat rnaka 
relasi kongruensi antara anggota-anggotanya didefinisikan demikl- 
fn : , * bu 

7 . ruvv ^ \ ! > ■<• Iwt'-vj.. 

DEFINISI : Misalkan M ={a, b, . . a h^h i mpu n e n' bilangan- 

bi langen bulat. Maka dikatakan bahwa a kongruen b mo- 
du lo m (di mana m hilangan alam) bhb a - b adalah kelipatan m. 

Sifat refleksi dipenuhi sebab ja - a = 0 ,m . j Sehingga a a (mod m). 
Sifat simetrispun dipenuhi, sebab jika j ja ~ b " ~="TT". m ; m a kajb - a KYnr j 
sehingga a •- b ===?> b = a (mod m). Akhirnya sifat transitif juga dj. 
penuhi. Sebab jika a - b = k^.m dan b - c = k^.m maka dengan men- 
jumlah didapat s - c = ,(k 1 + k 9 ).m. Sehingga terbukti bahwa 
a = b <5< b=: c ===? a = c (mod m). 

[3 ^ 9- JL^.. «3->= *2_ 

TEOREMA. Suatu relasi ekuivalensi antara a nggote-anggote semesta M 
mengakibatkan adanya penggolongan &e la d didalam M. 

( $*■■■. ' ) 

Dengan suatu penggolongan di delem N dimaksud, baliwe M terbagi etas 
himpunan-himpunan bagian (golongan, kelas) masing-masing tidak ko- 
song dan yang saling asing (mutually disjoint), sedemikian hingga 
setiap anggota dati M berada dalam satu dan hanya satu golongan da^> 
ri M. 

Bukti. Misalkan relasi ekuivalensi di atas disebut R. Kita kumpulkan 
semua elemen-elemen yang berada dalam relasi R dengan a dalam soatu 
himpunan M fl . Jadi M g = { x l x R a j . 'Himpunan M 0 tidaklah kosong, 
sebab karena R mempunyai sifat refleksif maha a R a den M. sekurang- 
kurangnya mempunyai satu anggota, yaitu a. Denganlkata lain se- 
tiap anggota berada dslam sekureng-kurengnya setu kelas. 

£ ; IU^wk ( , ir r ^ H y. \ 

Cy % ^ S / /tuv K Srci'^ rv^ 

t\ ) l •} fa f <\ ^f P^g & 




z 

A 


2 

A 




7T- 

"t' 
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■Jokerong dibuktikan kalimat "Apabila dua kelas itu berserikat seku- 
rang-kurangnya satu elemen maka dua kelas itu berimpitan. . . . (i) 
Sebab andaikan M g dan berserikat elemen c. Karena c ^ M a maka 

c R a . Karena 13 simetris maka dari c R a diturunkan a R c. Dari 
nebab c£ M^ mska juga c R b. Dari a R c dan c R b dengan menggunakan 
nifat transitif didapat s R b. Ambil anggota sembarang p6M a . Maka 
p R a dan karena a R b juga maka p R b. Sehingga p£ M^ . Terbukti 
netiap anggota adalah anggota . Yaitu terbukti bahwa M Q C . 

Dengan jiao yang sarna (atau pengamatan bahwa persoalannya simetris 

dalam a dan b) maka juga \£*M Q . Dari M Q C M b dan M b c M Q disimpul 

kan M = M K . Sehingga benarnya kalimat (I) terbukti, 
a d 

Kontra posisi dari kalimat (T) berbunyi "Apabila kelas-kelas 
Itu tidak berimpitan maka mereka tidak berserikat satu erlemenpun. 

Jadi saling asing. 

Kelas-kelas atau golongan-golongan itu disebut keLes-kelas • 
atau golongan-golongan ekuivalensi. Kelas-kelas itu sering disajikan 
dengan notasi 5, b dst di mana kelas a memuat elemen a dst. Keluar- 
ga himpunan M yang mempunyai ke la s -kelas-kelas a, b dst sebagai, 
anggota disebut himpunan kuosen. 

Sebagai contoh sederhana diam- 
bil relasi ekuivalensi keseja- 
jaran antara garis-garis di bi^..„ 
dang datar. Sebagian dari kelas- 
kelas ekuivalensi dilukiskan da- 
lam gambar di samping ini. 

TKORKMA : Apabila dalam semesta M terdapat suatu penggolongan sede- 
mikian hingga setiap anggota berada dalam ' satu kelas 
dengan kelas-kelas itu seling, asing, maka sekura ng-Kura ng fc - 
nya $da satu relasi R yang mengakibatkan penggolongan t&dl« 

MukU. Ambillah sebagai R relasi berada dalam satu kelas , Maka dengan 
mudah dapat dilihat bahwa R ini merupakan relasi ekuivalensi 
yang mengakibatkan penggolongan di atas. 
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latihan 


1 • Di dalani himpunan bilangan riel didefinisikan relasi R dengan 


rumus, a R b bhb a' 


\ b • Perlihatkan bahwa R itu suatu relasi 

' / ’\\y4 (V ^ e ^ CU ^ V8 ^ enS ^ * Manakah kelas-kelas ekuivalensinya ? 

i 2 / Berii - ah contoh relasi yang simetris dan transitif tetapi tidak 
refleksif. 

~ 1 

(j)- Carilah contoh relasi yang : 

a. refleksif dan simetris tetapi tidak transitif. 

b. refleksif den transitif tetapi tidak simetris. 

r\ 

/4/ Carilah contoh relasi yang : 

a. refleksif tetapi tidak 3imetris dan transitif. 

b. simetris tetapi tidak refleksif dan transitif. 

c. transitif tetapi tidak refleksif dan simetris. 

(j)" Suatu relasi R disebut berlingkar bhb untuk setiap a, b dan c 
dari seroestenya berlaku e R b & b R c ===> c R a. Buktikan 

bahwa R merupakan relasi ekuivalensi bhb R refleksif dan ber- 
lingkar. 


f) Di dalam himpunan bilangan bulat \0, +1, +2, ...i, dideftnisi 
ken relasi R dengan rumus a R b bhb a 2 + a = b 2 + b. 

Buktikan R suatu relasi ekuivelensi dan tentukan kelas-kelas 
ekuivalensinya . 



Dengan menggunakan relasi R pada himpunan S didefinisikan rela- 
si baru R* dengan rumus : a R* b bhb a R b v b R a . Buktikan 
bahwa R* adalah simetris. 
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FUNGSI ATAU PEMETAAN (MAPPING) 


SEkarang didefinisikan salah satu konsep yang am’at penting 
didefinisikan sa^Lah satu konsep yang sangat penting dalam kese- 
luruhan matematika, yaitu konsep fungsi atau pemetaan. 

DEFINISI* Suatu fungsi dari himpunan S ke himpunan T adalah suatu 
aturan yang pada setiap a 6 S dengan tunggal menentu- 
kan satu t C T . 



S T 

S v 
A T 

: t r Seka, y 

p O S A\ ’p ' 

6 5 ) 


Diagram Venn fungsi dari S ke T 
te lukis di samping ini. Apabila 
diagram fungsi ini dibandingkan 
dengan diagram Venn suatu rela- 
si dari S ke T, maka rerlihat 
bahwa suatu fungsi adalah keja.- 
dian khusus dari suatu relasi. 
Yaitu pertama, pada suatu fung- 
si semua anggota S " dihabiskan " 
( setiap anggota S mempunyai ka- 
wan)., kedua, kawannya suatu s€S 
dari T adalah tunggal . Hal ini 
tidak perlu berlaku pada suatu 
relasi umum. 


Fungsi f dari S ke T disajikan dengan notasi : 


f 


T 


s \ ^ f ( s ) 





^ v 


'.-Zvu^W 


Husil f ( s ) ini juga dapat disajikan dengan fs atau (f)s. 

Himpunan S disebut domain atau daerah asal dari f, sedangkan T 
dinobut kodomain atau daerah kawan dari fungsi itu. 
i'uwun dari s yang berasal dari T yang tunggal itu disebut baiSHS' 
« m („„ugo) dari elemen s, disajikan dengan f(s). Sering juga di- 


t 
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singkat dengan fs saja, tanpa tanda kurung. Perhatikan sekali la- 
gi bahwa tidak usah semua t€T mempunyai kawan di S. Dan jika 
t itu mempunyai kawan § maka s tidak usah tunggal. Maka dari itu 
suatu fungsi f dari S ke T dapat juga didefinisikan dengan rumus 

f ; s — t bhb (As )( e! t 6 T) . fs = t 

Contoh 1 . Ambil sebagai s himpunan dadu-dadu {d^ , Dy , D*y D^ J 
sedangkan sebagai T: {i, 2, 3, 4, 5, 6 }. Setiap lemparan 
mengnasilkan suatu fungsi f : S — > T. Misalnya dadu D 1 jatuh 
dergao muka 3 di atas. Maka D 1 1 — > 3 dst. 

Cmtoh 2. Ambil sebagal X himpunan bilangan riel dan sebagai Y 
juga himpunan bilangan riel. Maka rumus y = x 2 menentukan suatu 
fungsi f : X — ► Y dari, bilangan-bilangan riel ke bilangan-bi- 
langan riel. Misalnya 2 1 — y f ( 2 ) = 2 2 = 4 , 

-2 f ( - 2 ) = (~ 2) 2 = 4 dst. 

Sebagaimana dengan suatu relasi R maka maka fungsi f, katakan 
f : S ■ ► T dapat juga dipandang sebagai himpunaD bagian dari 
S £ T. Akan tetapi yang memenuhi sifat-sifat tertentu, yaitu : 

DEFINISI . Himpunan bagian fC-S x T disebut fungsi dari S ke T de- 
ngan notasi f : s — > T bhb dipenuhi 

1. Untuk semua s*S ada t£T sedemikian hingga (s,t)<£f. 

2. Apabila (s, t^ ) dan (s, t 2 ) keduanya dalam f maka 


4. BAYANGAN dan bayangan invers 
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Misalkan f : S — ► T. Apabila ACs maka dengan fA dimaksud him- 
punan semua bayangan (image) dari anggota-anggota a. Jadi 

fA = { fs £ T I s £ A } = { t I (Es € A) . f s = t } 

Dengan bayangan invers (invers image) dari elemen t€T dimaksud 
himpunan semua sCS yang dibawa ke t, yaitu himpunan semua s se- 
demikian hingga fs = t. Jadi 

f t=^slfs = t} 

Perhatikan bahwa pada umumnya f~^ merupakan suatu himpunan. Se- 
hingga f" 1 bukanlah fungsi dari T ke S. Apabila MC T maka dengan 
f M dimaksud himpunan semua bayangan invers dari anggota-anggo- 
ta M. Jadi bayangan invers dari M adalah 

f M=^slfs€.M} 

Langsung dari definisi dengan langkah logika yang sederhana 

didapat : 

RUMUS Ag b ==4 fAg fB 

M C N f" 1 M g/f^N 

Jin Lanjutnya apabila a£A maka mungkin ada b‘;$dr.A sedemikian hing- 
J.M |'b » fa, seperti terlihat pada diagram berikut. Demikian juga 
}W\<y M g T maka mungkin ada anggota-anggota M yang tidak mempunyai 

kuWAti dl S* 


t 
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Sehingga didapat rumus : 

A C f -1 f A 

ff _1 M cm 

f" 1 f f -1 M = f' 1 m 

Dalam rumus-rumus di atas f ^ fA diartikan bayangan invers dari 
bayangannya a. Selanjutnya, apabila A maupun B merupakan himpunan 
bagian dari S, sedangkan f : s — T maka berlaku rumus-rumus : 

f (A 'J B) = f A 'J fB 
f ( A«"v B) S fA r\ fB 
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Mukti. Karena A ^ A u B maka fA^f(Awfi). Karena AoB maka juga 
fBCf(A^B). Dari sebab fA maupun fB keduanya termuat da- 
lutn f(AwB) maka f a w fB £ f (a w b) . . . - (i) . 

M&baliknya akan dibuktikan bahwa f(iWB) S (fA^fB), demikian : 
Ambil x<f(AvB). Maka ada y$ AUB sedemikian hingga f y = x . 

Karena y£A^B maka y$A atau y 6 B. Sehingga fy <s fA atau fySfB. 
Duri sebab fy = x maka x£ f A atau x<c fB, yaitu x £ (f au fB) . Ter- 
bukti bahwa x<cf(A^B) ===* x€(fA^fB), sehingga 
f(AvB) £ (fAv/fB) .... (II) 

Muka (I) dan (II) menghasilkan f(Av^ B) - fA^fB. 

Dengan jalan yang sama dibuktikan f(iinB) £ (fAAfB). Akan 
l.otapi berlainan dengan rumus sebelumnya, tanda kesamaan tidak mes- 
ti berlaku. Diagram Venn di bawah ini memperlihatkan bahwa inklusi 
inurni dapat terjadi. Sebab * AOB = 0. 



Sehingga f(AnB) = 0 juga. Pada hal fiir\fB t 0. Maka 
f (A a B) S. fAn fB dengan f(AnB) £ f A n f B * 

Selanjutnya apabila M maupun N merupakan himpunan -himpunan 
bagian dari T, sedangkan f : S — *> T maka, berlakulah rumus-rumus 
dl bawah ini : 

f -1 (Mv/N) = f _1 M w f _1 N 
f -1 (MO N) = f _1 M ^ f _1 N 
f" 1 ( M - N) = f -1 M - f _1 H 
f - 1 (M C ) = (f _ 1 M) C 


f 


i 



Dalam rumus terakhir ini komplementasi dalam ruas kiri diambil ter- 
hadap T sedangkan komplementasi dalam ruas kanan, diambil terha- 
dap s. _ .. 

Bukti. f -1 M = { s I fs€M}di mana fs* M syarat keanggotaan f -1 M. 

Juga f -1 N ={s IfseN} di mana fstN syarat keanggotaan 
f -1 N. 

Maka f f lf = | s l f s C m} a { S I f s C.N } = 

{s I fs € M .&. fs € N } = { s I fs€ Mo N 3 = f _1 (M N) 

Rumus pertama dan ketiga dibuktikan dengan teknik bukti yang sama 
der gan ini. 


Kita buktikan sekarang rumus yang keempat. 

Dari satu pihak f _1 M c = { s I fs€M c } = { s I f s 4 M } . Dari pihak la- 
in f -1 M = { s I fse M } . Sehingga (f -1 M) C = { s 1 fs £ M i . 

Karena ayarat keanggotaan f ^M c dan (f M ) C sama, terbukti bahwa 
f _1 M° = (f - 1 M) C . 

Catatan. Berbeda dengan rumus f(uv B) £ f A v/ fB di mana tanda kesa 
maan belum tentu berlaku, maka pada rumus : 

f'l'Mo N) = f -1 M f) f -1 N tanda kesamaan pasti berlaku. 

U' 

4. FUNGSI SUBJEKTIF, INJEETIF DAN BIJEKTIF 

Biasanya fungsi f t S — . T tidak "menghabiskan" himpunan T 
artinya ada t€ T yang tidak mempunyai kawan di dalam S. Apabila T 
dihabiskan yaitu setiap t€ T sekurang-kurangnya mempunyai satu 
kawan di dalam S, maka f disebut sur jektif , Sehingga : 

DEFINISI, f : S — * T sur jektif bhb (At) (Es), fs = t 
, bhb fS = T 

bhb f -1 1 ^ i 

Fungsi surjektif disebut juga fungsi yang onto . 

Demikian juga pada fungsi f : S — ► T suatu anggota t€ T, 
mungkin mempunyai lebih dari satu kawan di S. Apabila setiap t£ T 
tepat mempunyai satu kawan di s atau sama sekali tidak mempunyai 
kawan di S maka f disebut fungsi yang in jektif . 



|)F PINISI . 

f : S — ± T ip jektif bhb 

(As 1 ,s 2 ) . 

f8 1 « fSg ==£ S 1 


bhb 

(As 1 ,s 2 ) . 

3-j / s 2 ==: ^ fs^ ^ 


bhb 

-1 , 
f t = 0 

atau merupakan 
singleton 

Outatan 1 . 

Suatu singleton ialah himpunan' yang 
satu anggota . 

tepat mempunyai . 


Catatan 2. 



Setiap fungsi 


Fungsi injektif 


Pada setiap fungsi berlaku, ==$ = fs^ sedangkan untuk 

fungsi injektif berlaku pula fs^ = fs 2 ==> - s 2 • 

Catatan 3. Suatu fungsi surjektif tidak usah injektif, sebaliknya 

juga fungsi yang injektif tidak usah surjektif. Akan te- 
tapi apabila suatu fungsi itu sekaligus surjektif dan 
injektif maka fungsi itu disebut bi jektif . 


DEFINISI. Fungsi f : S — > T disebut bi jektif bhb fungsi itu seka- 
ligus surjektif dan 'injektif. 


Di bawah ini disajikan diagram Yenn untuk ketiga jenis fungsi di 

atas . 


S T S T S T 



Surjektif 
I 1 1 i.Wu Vfu L 


Injektif Bijektif 

' C:M\ Hcw (SYv^ 
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Pada f ; g — > t yang bijektif ada korespondensi satu-satu 
antara anggota-anggota s dengan anggota-anggota T. Dikatakan bah- 
wa s ekuivalen dengan T, dengan notasi S r>j T. 


Catatan 4. Untuk membuktikan bahwa S to T maka harus dibuktikan 

adanya fungsi f yang surjektif dan injektif. Cara lain 
yang sering dipakai ialah mencari suatu aturan yang pada setiap 
s S menentukan dengan tunggal satu anggota dari T dan sebalik- 
nya mencari aturan yang pada setiap t £ T menentukan dengan tung- 
gal satu anggota dari s sedemikian hingga aturan kedua ini meru- 
pakan kebalikan dari yang pertama. Umpamanya s = { 1 , 2, 3, ...] 
da j T = {2,4,6, . . . } . Aturan pertama : n £ s dikawankan de- 
ngan 2n ^ T. Aturan kedua : 2n £ T dikawankan dengan ^.n = n £ S* 
Aturan kedua ini merupakan kebalikan dari yang pertama. Sehingga 
terbukti S<^T..dan sekaligus diperoleh fungsi invers yang didefi- 
nisikan di bawah ini. 


Catatan 5. Apabila f : S — ► T maka pada umumnya f" 1 bukan la h sua- 
tu fungsi dari T ke S. Akan tetapi apabila bijektif ma;- 
ka f merupakan fungsi dari T ke S. Disebut fungsi invers dari f. 

Catatan 6. Apabila f surjektif maka berlakulah ff^M = M dengan 

tanda kesamaan berlaku. Perhatikan juga, apabila apabi- 


ia m = suatu singleton (himpunan yang terdiri atas satu ele- 
men) maka f f (t) = t berlaku untuk setiap fungsi. Akan tetapi 
f fs = s hanya berlaku jika f injektif. Gambarlah diagram VeBn 


untuk meyakini hal ini, 


Contoh 1 . Apabila s himpunan bilangan-bilangan bulat non-negatif 
sedangkan T himpunan semua bilangan- bulat, yaitu posi- 
tif, nol dan negatif, maka fungsi f : s f — b s + 1 = fs adalah 
fungsi yang injektif tetapi tidak surjektif. 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 



0 1 2 3 4 5 
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Contoh 2. Sebagai s diambil himpunan semua bilangan bulat dan se- 
bagai T demikian juga . Fungsi f : S — > T ditentukan de- 
ngan rumus-rumus : 

n i — * 0 = f n jika n ganj.il 

n I — ^ ^ = fn jika n genap 

Maka f adalah fungsi yang surjektif tetapi tidak injektif. 



Contoh 3* Sebagai s diambil himpunan bilangan-bilangan positif 

sedangkan sebagai T himpunan bilangan riel. Maka perka- 
wanan s dengan fs = log s merupakan fungsi f : S — > T 
yang bijektif. 

Tidak semua perkawanan merupakan fungsi. Ingatlah misalnya 
perkawanan berdiam sekampung antara anggota-anggota s dengan ang- 
gota-anggota T. Supaya perkawanan itu merupakan fungsi maka harus 
diperlihatkan bahwa setiap s mempunyai kawan tunggal di dalam, T . 
Pada contoh di atas hal ini berlaku sebab: 

= s£ log s^ = log s 2 dengan log s berada dalam T untuk 

setiap s € S. 

Fungsi f di atas injektif, sebab jika log s^ = log s 2 (= p) maka 
- 10* = s 2 . Jadi log « log s 2 s 1 = s 2 - 

Fungsi f juga surjektif, sebab untuk setiap bilangan riel, 

yaitu anggota T, dapat ditemukan anggota s 6 S sedemikian sehing- 
ga s I — > log s = t. Bilangan positif s yang menjadi Jcawan^ dari t 
ini tidak lain adalah s = 10^. 


0 12 3 





A 


foX 




\ h A H' 

Avt 
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Karena f injektif dan surjektif maka f bijektif. Maka menurut 
pertimbangan di atas maka fungsi inversdari f yaitu adalah 


f” 1 : t - 


f -1 t = I0 t . 


Contoh 4. Suatu fungsi bijektif yang sangat penting ialah fungsi 

identitas, yang membawa setiap anggota s ke dirinya sen- 
diri, yang disajikan dengan id S. Jadi 

id S : S — * S 

s — t (id s)s = s 


Contoh 5. Ditentukan S adalah himpunan bilangan riel antara 
0 dan 1, sedangkan T himpunan semua bilangan riel. 


Flemer x £ s dikawankan dengan 


£ T. Apakah 


1 - x 

perkawanan ini merupakan fungsi ? Apabila demikian, 
apakah surjektif atau bijektif ? 

Penyelesaian. Benar suatu fungsi sebab semua anggota dari S menen- 
tukan dengan tunggal satu anggota dari T. 

Untuk menyelidiki apakah fungsi itu surjektif kita lakukan demiki- 
an. Ambil r £ T . Jika ia mempunyai kawan x maka 
* x 

x > = r. Dari persamaan = . r didapat r - rx = x 


dan 


1 - 

x = 


1 - x 

- Terlihat bahwa r = -1 tidak mempunyai kawan di S. 


1 + r 

Sehingga fungsinya tidaklah surjektif. Untuk menentukan apakah 
fungsinya injektif maka diselidiki apakah fx^ = fx 2 ==^ x^ = : 
berlaku ataukah tidak. 


Dari fx 


1 


X 1 * x 2 
fx 0 = — 

X. * 1 - X, 


Sehingga fungsinyl adalah injekti?. 


dengan mudah didapat x^ = x 2 . 
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!S. PERGANDAAN (KOMPOSISI) FUNGSI 

Untuk dua fungsi f dan g didefinisikan pergandaan, dan dika- 
takan dapat digandakan menjadi g f bhb kodomain f sama dengan do- 
main g. Jadi misalnya f : S “4- T dan g : T — * U. Maka perha- 
tikan diagram-diagram berikut : 

s — T S *- U 

S ^ f s ^ (gf)s 

Sehingga gf : S U. Perhatikan bahwa pada gf, fungsi f diker - 

jakan terlebih dahulu , kemudi&n menyusul g. Apabila kodomain f ^ 
domain g maka pergandaan gf tidak didefinisikan. 

DEFINISI. Dua fungsi f dan g dengan domain berserikat, jadi misal- 
nya f : S — > T dan g : S — > U dikatakan sama bhb untuk 
setiap a £ S maka f s = gs. 

Dengan demikian t £ g bhb f s ^ gs. 

TEOREMA. Apabila pergandaan dapat dilakukan masing-masing maka per 
gandaan fungsi itu mempunyai sifat assosiatif, yaitu ber- 
laku ( gf )h = g(fh). 

g 

S — t — - — > U » v 

Bukti. Dari satu pihak ((gf)h)(s) = (gf)(hs) = g(f(hs)). 

Dari lain pihak (g(fh))(s) = g((fh)s) = g(f(hs)). 

Karena berlaku untuk setiap s maka terbukti (gf)h = g(fh). 

Outatan. Telah kita observasi bahwa apabila f : S — * T bijektif 
maka f* 1 merupakan fungsi dari T ke S. Dengan mengguna- 
kan pergandaan fungsi dan fungsi identitas maka fungsi 
Invorn dari f, yaitu f” 1 , sekarang dapat didefinisikan dengan 

I 1 l ■ id S dan ff -1 = id T 
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na ■*- H-i I a • , “ umumnya fg tidak da 

tetapi S la H menUrUt deftnisi Pergandaan fungsi. Akan " 
si dari 71 T diker ^ aka ". misalnya jika f maupun g fung- 

untuk « I * :r b9lU “ t6ntU gf = fg ' S6bagai C ° ntoh klta a “' b ^ 
uk S maupun t himpunan bilangan riel, dengan : 

+ x dan g ; x > x + 1 di mana x hilangan riel, Kaku 

gf J ^ ,m u j. x 2 2 

* x + 1 , sedangkan dari lain pihak 
fg ‘ A * x + 1 ’ s ( x + I) 2 sehingga gf ^ f g . 


Untuk menentukan invers dari komposisi fungsi maka perhati- 
kanlah contoh berikut. pernati 

Bila f . x > | dengan D(f) = { x I x bilangan riel } 

g ' X ~ * x + 2 dengan D(g) = D( f ) 

* / 1*P*t diperoleh de„ s a„ Iai , dehlki.o . 

g X 

~ * 5 + 2 sehingga 


X gf 




+ 2 


Jadi g f : x 


-» 5 + 2 atau (g f) x = | + 2 . 


Sekarang aka n ditentukan invers dari g f yaitu (g f)" 1 

buat § ^ mana p ® ngertian invers suatu fungsi > maka kita dapat mem- 
buat skema sebagai berikut. 

h-1 


X 

ku t. 


(g f)~ 


|+2 yang dapat diperoleh dari skema beri- 


x — f 


+ 2 


f" 1 g" 1 


Demikian dapatlah dapatlah dituliskan (g f) 

Perhatikan urutannya. 

berikur:^^^ 0 beDtUk fUn§Si lnVeranya da I»t kite buat skema 




-1 


-> x - 2 


.-1 


-* 3(x - 2) 
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Bukti formal untuk rumus (g f)" 1 = f" 1 g" 1 dapat dikerjakan dengan 
menggunakan definisi invers fungsi dan definisi dari komposisi 
fungsi • 


Contohi,, s himpunan bilangan-bilangan riel, sedangkan T himpunan 

bilangan-bilangan riel antara O dan 1 . Dilakukan perka~ 

x 

wanan dari x e S dengan — £ — x e T. Buktikan bahwa 

1 + e 

perkawanan itu fungsi bijektit dan tentukan inversnya. 


Penyelesaian. Perkawanan JLtu merupakan suatu fungsi sebab untuk 

setiap x positif, negatif atau nol maka terdapat de- 


ngan 

Ambil sekarang y € 
x 

sebab y = — 

1 + e x 


tunggal — — - bilangan antara 0 dan 1 . 

1 + e x 

T,, maka y ini berasal dari x ^ s yang tunggal, 
menghasilkan y(1 + e x ) = e x 
e x (1 - y) = y 


e 


x 



sehingga ln y 


1 


Y 

- y 


Karena dihitung melalui satii persamaan yang sama maka aturan kedua 
adalah kebalikan dari aturan pertama. Sehingga perkawanannya meru- 
pakan fungsi bijektif. Kita perlihatkan hal ini secara eksplisit 
dongan menggunakan fungsi inversnya 

y — * ln — ^ — yang kita se 

1 - y 


hut g secara demikian : 


1 + e x 

Muka terbukti bahwa g f = 
hingga g adalah invers f. 


ln 


•r y, 

i + e 


= ln e = x 


1 - 


'1 + e 


id S. Sebaliknya juga f g = id T. Se- 


ti ou toh 2* Tentukanlah invers dari f : ■ x ~ > 3x + 2 

f dapat dipandang sebagai suatu komposisi dua fungsi, 

h 


3x 


3x + 2 dan inversnya 


-1 


-1 


x - 2 


x - 2 

3 
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Jadi f~ 1 ( x ) 
atau f -1 ; 


= (h g) _1 (x) = g -1 h _1 (x) 

X \ ^ "* 2 

> -3— 


Cara lain (tanpa diagram) 


f : x > 3x + 2 dapat ditulis sebagai 
Selesaikan ke y, menjadi x = i- ~ ^ 


ngan x, menjadi y = 

„ 


- 2 



"T 


y = f ( x ) = 3x + 2. 
Tukar x dengan y dan y de- 


sehingga diperoleh 


LATIHAN . 


1 . S dan T adalah himpunan bilangan riel. Apakah perkawanan 
s > s £ T merupakan fungsi ? Surjektif ? Injektif? 

2. Tentukan daerah hasil(range) yaitu anggota-anggota T yang mem- 
punyai kawan di S pada soal 1 # 

3. Ditentukan S dan T himpunan bilangan-bilangan riel. Apakah fung 

si dengan rumus f : s * s^ surjektif ? Injektif ? 

4. 3 = | x 1. 0 < x<>}dan T = {x.lo<x(l} . Perkawanan x dengan 

x 

4 + x dar.. s ke T. Apakah perkawanan ini fungsi ? Jika fung- 
si apakah bijektif ? Apabila demikian tentukan fungsi inversnya. 

5. Ditentukan himpunan -himpunan S dan T. Dibuat S x T dan T x S. 
Perkawanan (s, t) € S x T dengan (t, s) € T x S. BuktikaD bah- 
wa perkawanan ini adalah fungsi bijektif. 

,6^.\Misalkan fungsi f : R > r didefinisikan oleh 

V / 

< 3x - 1 jika X > 3 

f(x) = j x 2 - 2 jika -2 ^ x 3 
2x + 3 jika x < -2 

Carilah f(2), f(4), f(-1) dan f (-3). Kemudian gambarkan gra- 
fik Kartesiusnya . 

7. Misalkan A = -{a, b, c ) dan B = { 1, 0} . Berapa banyak 

fungsi yang dapat dibuat dari A ke B ? 

8. Misalkan a = {1,2, 3,4, 5 J- dan fungsi-fungsi f : A — > A dan 

g : A — ? A didefinisikan oleh f(1) = 3 , f(2) ■ 5, f( 3 ) . 3 , 

f(4) ■= 1 , f(5) = 2 , g( 1 ) = 4 , g( 2 ) = 1 , g( 3 ) - 1 , g( 4 ) - 2 , 
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Carilah fungsi-fungsi komposisi 




Cu 


u> 


f g 


dan g f. 


A- 


j, 9.) Misalkan fungsi-fungsi f : R — * R dan g : R — R didefinis^ 

kan oleh f(x) = 2x + 1 , g(x) = x 2 - 2. Carilah rumus-rumus 
yang mendefinisikan g f dan f g. 

10. Diketahui fungsi-fungsi f dan g pada bilangan-bilangan riel R 
yang didefinisikan oleh f(x) = x^ + 2x - 3 , g(x) = 3x - 4 . 
Carilah rumus-rumus yang mendefinisikan g f dan f g. Kemudian 
periksalah rumus-rumus itu untuk membenarkan bahwa 
(g f ) ( 2 ) = g( f ( 2) ) dan (f g)(2) = f(g(2)). 



Ambil A = { -1 , 1 } . Misalkan fungsi f 1 ’ (^2 ’ f 3 » (^\J dari 
A ke dalam A didefinisikan x)leh : 

f 1 (x) = x 2 , f 2 (x) = 6/f 5 (x) = sin x, f 4 (x) = stn x. 

Nyatakan apakah fungsi-fungsi ini memiliki invers atau tidak. 


d , f 

~ 26 ^ + l ’ ^ ^ * f i. . 1 

•fl - - 

H •• * i'!,, ±, 


%<h) ~ 2- 


H' * 


5 


a-) 


•=- ^ x * — ( 




■X - 'h r -Kr -i 


" 'H” 


5 


0. Jf*>- A'**-’ 

?y-4. 


© 



i *CS*-0 ^ * h - 9x ~ 6j ^ r 


.j -h ? (k -H 

A lo A 


* <H 


- 1 '“13 . 


A r A 

•h 



1> r v 

■\ *-» i 

i T A ^ W&s 


f h 
R ' 

I -i^-i 1 

©>-•): O.') 

4 


. . . , 

A ,0 ^ 

:f-4 “f'' _ ' * '% 

Cv _-> Wyi 1 _ 5 I 
iWf^' 






H* 


HiVWS , 


4JW : ^ — ^v/T* 
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V- ke-tak-hinggaan 
i • definisi ke-tak-hinggaan 

Kita telah mengetahui bahwa dua himpunan s dan T disebut ekuivalen 
bhb dapat ditemukan suatu pemetaan bijektlf antara kedua himpunan 
itu. Sekarang dikemukakan dua definisi dari himpunan tak berhingga. 
Yang pertama mendefinisikan lebih dahulu himpunan berhingga, dengan 
ingka^annya himpunan tak berhingga. Sedangkan yang kedua sebaliknya 
yaitu dimulai dengan suatu definisi dari himpunan tak berhingga, de- 
ngc n ingkaran n ya himpunan berhingga, 

rGFINISI 1. Suatu himpunan 5 ' disebut berhingga atau induktif bhb S = 0 
atau ekuivalen dengan suatu mulaan dari himpunan bilang!^ asli. 
Yaitu apabila ada bilangan asli n sedemikian sehingga s 
memuat n anggota. Apabila tidak demikian maka s disebut 
tidak berhingga atau non-tnduk tif . 

DEFINISI 2. Suatu himpunan S disebut tak berhingga atau refleksif bhb 
S ekuivalen dengan himpunan bagian sejati dari diri sen"^~ 
dici. Apabila tidak demikian maka s berhingga atau non-re - 
f leksif . 

Dapat dibuktikan bahwa kedua definisi di atas adalah ekuivalen. 

DEFINISI. Suatu himpunan yang ekuivalen dengan himpunan bilangan alam 
disebut himpunan yang denumerabel. 

DEFINISI. Suatu himpunan yang. berhingga atau denumerabel disebut him- 
punan couotable . Himpunan countable sering juga disebut 
himpunan terhilang. 

Perhatikanlah bahwa dua himpunan ekuivalen jika dan hanya jika dapat 
ditemukan suatu fungsi bijektif yang membentuk korespondensi 1 - 1 
antara kedua himpunan itu. 

Suatu pemetaan tertentu yang memperlihatkan denumerabili ta s suatu 
himpunan disebut suatu enumerasi . 

Contoh. Himpunan bilangan-bilangan asli positif adalah denumerabel. 

Suatu enumerasi yang menunjukkan denumerabilitas ini terlihat 
pada diagram berikut. 
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152 


1 2 3 4 5 6. ..n... 

1 t U t I 1 

2 4 6 8 10 12 . . .2r> . . . 

Contoh. Himpunan semua bilangan agli adalah himpunan tak hingga. 

Hal ini dapat diperlihatkan dengan menunjukkan bahwa him- 
punan bilangan asli ini ekuivalen dengan himpunan bagian 
sejati dari dirinya sendiri,- 

Ambillah himpunan bagian sejati dari himpunan bilangan asli N mi- • 
salnya n - { 1 } . Adanya pemetaan bijektif antara kedua himpunan 
ini ditunjukkan pada diagram di bawah ini. 


N 1 2 3 4 5 6. ..n... 

.. I t I I I t j 

N - [1 ! 2 3 4 5 6 7 ... n + 1 . . . 

Contoh. Himpunan D =^x| 3^ x ^ 6, x bilangan rielj- adalah him- 
punan non-denumerabel, karena tak dapat ditunjukkan suatu 
pemetaan bijektif yang memetakan himpunan D ke himpunan bi- 
langan asli. 

Contoh. 



A]\ ekuivalen dengan himpunan aC • 


Segitiga ABC adalah siku-siku 
di C. Segmen AB merupakan him- 
punan titik-titik; demikian ju- 
ga segmen AC . Dengan mengguna- 
kan garis-garis sejajar dengan 
BC , kita dapat mengawankan se- 
tiap titik di AB dengan titik 
di aC . Berarti bahwa himpunan 
Sedangkan jelas bahwa panjang AB 1 


ldbth kecil dari panjang AB. Dan bila AB direbahkan ke AC akan ter- 
lihat bahwa AC. menjadi himpunan bagian dari AB. H&l ini menunjukkan 
udanytt himpunan yang ekuivalen dengan himpunan bagian sejati dari 
illrlny** dan ini terjadi hanya apabila himpunan itu infinit. 


t 


£ C A 

Gr C/1 A 




teorema . 
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Apabila kepada suatu himpunan yang denumerabel ditambahkan 
anggota yang berhingga banyaknya maka hasilnya tetap denu- 
merabel. Apabila dari padanya dikeluarkan anggota -anggota 
yang banyaknya berhingga banyaknya maka sisanya tetap do- 
numerabel . 


* * * / untuk- anggota -anggotanya suatu himpunan memperlihat- 
kan bahwa himpunan ini denumerabel. jadi S *= |s , s . s { 
Misalkan pada s ditambahkan p, , p 2 , p ? , . . . p ’ ' 3 " 

* 9 9 s -|> S 2» • • • \ • Suatu enumerasl 

fiv k?- <, r v ' 


s = \ Pi> p 2 . p,. • 

didapat demikian, 


>1 


S 1 

S 2 

S 3 * • • s n 

s -.n + 1 s n+2 * ° * 

f 

l 

t 

T f 

f ' f ‘ 

t/ 

V 

. 1 

4 i 

p 1 

P 2 

P 3 • ' ‘ ^n 

S 1 s 2 ' • • 


;t± 

. 

c f 

* - 

<a 


Bagian kedua dibuktikan analog. 


TEOREMA. Union dari dua himpunan A dap' B yang kedua-duanya denume- 
rabel adalah denumerabel lagi. 


Bukti . 



Suatu enumerasi A ub : a. . ,b a h « ^ 

13 • & 1 9 '0<j , ^2 » o 2 * a 3 * 
pat dengan mengikuti jalan arah panah. 


yang dida- 


TEOREMA. Union dari keluarga himpunan dengan anggota yang denuraera- 
bel banyaknya, sedangkan setiap anggotapun denumerabel 
adalah denumerabel. 

Bukti. Perhatikan diagram berikut. 


d 
e* 
n 
u 
m 
m 
e 
r 
a 
b 
e 

1 </ 



A | 'w Au^a 

■k 

1 


A 

A M 


- 

■ / . \ 

iUu; . 



L 


'denumerabel 

9- 

A 1 

: a n — >a 12 

1 

a 13 * a 14 

f 

a 2 

i 

: a 21* — a 22 

1 J 

a 23 a 24 

f 1 

a 3 

l 

: a 31 * a 32 * 

1 J- 

a 33 a 34 

I 

A 4 

: a 41* a 42f* 

b 

a 43 f a 44 


- 'S 
'Ari 


H4 ' 


n 1 


n2 


n3 


n4 


Suatu enumerasi dari k^o.k^u . . . u A r u . . . umpamanya 

a l1 * a i 2 * a 22* a 21 ,a 31 * • • 

Perhatikan bahwa anggota-anggota setiap himpunan kita sajikan de- 
ngan menggunakan dua indeks. Indeks pertama sama dengan indeks da- 
ri hiropunannya sedangkan indeks kedua memperlihatkan enumerasi da- 
ri himpunan yang bersangkutan. 


TEOREMA . Himpunan sebua pasangan berurutan dari bilangan-bilangan 
asli adalah denumerabel. 

Bukti » Pasangan-pasangan itu kita urutkan (disusun) sebagai berikut 


fV ^ & 


b 


(S\ ' 


( 1 , 1 ) 

y' ' ' 

( 2 , 1 ) 

(3.1) 

(4.1) 


(1,2) (1,3) 




( 2 , 2 ) 

(3.2) 

(4.2) 


(2.3) 

(3.3) 

(4.3) 


(1.4) 

(2.4) 

(3.4) 

(4.4) 


03 4-Of, 0 - * 
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4 n, <U-| , V -1 ut ,y, £ 

A 4K.d v ,y. . j 


Suat j enumerasi didapat dengan mengikuti jalannya arah anak-anak 
panah, demikian : 


(1,1) 



( 2 , 1 ) 


I 


( 1 . 2 ) 


3 


(3,1) 



(2,2) 


t 


(1,3) . . 

1 


6 


TEOREMA, Suatu himpunan S yang noh-induktif , yaitu tak berhtnggu 
pasti memuat himpunan bagian yang denumerabel. 

JUkti. Ambil anggota sembarang dari S. Anggota ini dikeluarkan dan 
dikawankan dengan bilangan 1. Anggota tersebut diberi nama 
S 1 . Ambil anggota lain dan keluarkan dari S. Anggota ini di- 
kawankan dengan bilangan 2, deperoleh s 2 « Apabila pada lang- 
kah ke-n kita mendapatkan s R maka masih terdapat sisa oleh 
sebab S tak berhingga. Sehingga mana mungkinlah memilih ang- 
gota -lagi. Keluarkan anggota ini dengaD mendapat s n+ ^ . Denga« 
menggunakan induksi maka untuk setiap n didapat anggota dari 
S sebagai kawan dari n. Sehingga s mempunyai |s 1( s . ) 

yaitu suatu himpunan denumerabel sebagai himpunan bagian. 
Gatatan. pada bukti di atas telah digunakan suatu prinsip logika 

atau aksioma dari teori himpunan yang disebut axiom of choice . 
yaitu adanya kemungkinan memilih dengan bebas anggota-anggota 
dari suatu himpunan sebanyak tak hingga kali. 

TEOREMA. Setiap himpunan bagian yang infinit dari himpunan yang de- 
numerabel tentulah denumerabel juga. 

Bukti. Pandang himpunan A yang denumerabel dan B himpunan bagian 

dari A yang infinit. Karena a denumerabel maka dapat ditulis 
A = { a 1 , a 2 , a 3 > a 4 , a 5 , a g , . . . } 

Sekarang secara berurutan mulai dari a^ita bergerak ke kanan untuk 
mendapatkan elemen A yang menjadi elemen dari B. Misalnya kita dapat- 
kan a 4 sebagai elemen dari B. Elemen tersebut kita beri tanda baru 
yaitu b.j . Demikian, kita teruskan bergerak ke kanan tentu kita jum- 
pai lagi elemen a yang juga anggota b, misulnya a 7< mi kita beri 
tanda baru b,,. Demikian kita lakukan terus ko kanan. Oleh karena b 


dan setiap kali menemukan itu kita beri tanda baru sesuai dengan 
indeks b. Ini berarti bahwa B dapat ditulis sebagai : 

B = £ , t>2 f 9 9 9 • • • j' 

Dengan demikian jelas bahwa B denumerabel. 

TEOREMA. Apabila dari himpunan tak berhingga s dikeluarkan darinya 
sejumlah anggota yang berhingga banyaknya, atau tak ber- 
hingga yang denumerabel, kaka jika sisanya masih tak ber- 
hingga, sisa ini ekuivalen dengan semula s. 

Bukti. Misalkan dari S dikeluarkan himpunan bagian Sq y a og denume- 
rabel, sedangkan sisanya masih tak berhingga : S - Sq = S-j . 
Karena S-j masih tak berhingga maka masih memuat himpunan bagian 
yang denumerabel Sq 1 sedemikian hingga 3^=3^ + S 2 dengan S 2 

mungkin kosong. Maka S = Sq + = s q + S 0 * + S 2 ’ Sedangkan 

S - S 0 = S 1 = S 0 T + S 2 . Karena s Q dan S Q f denumerabel maka S Q *'S 0 ' 
juga denumerabel. Karena Sq ! denumerabel maka Sq ’ Sq + Sq 1 . Peme- 
taan bijektif dari S ke S - Sq yang memperlihatkan bahwa s - Sq 
tetap ekuivalen dengan S terlihat dari cliagram di bawah ini . 



Akibat. Apabila kepada suatu himpunan tak berhingga 3 ditambahkan 
anggota yang berhingga banyaknya ataupun tak berhingga 
yang denumerabel dengan hasil 3 , maka s'tv S- Sebab apabila dari S' 
dikeluarkan lagi anggota-anggota yang dimasukkan tadi* sehingga men 
jadi S kembali maka menurut teorema di atas S*/vS. 

Contoh. Perhatikanlah himpunan bilangan riel H = ^ ; x I 0 < x ^ 1 } . 

Himpunan bilangan riel dalam interval ini adalah non-denu- 
inerabel. Apabila kepada himpunan ini ditambahkan sisa bilangan-bi- 
langan riel lainnya, maka hasilnya yaitu himpunan semua hilangan 
1 1 r, |, } tetap non-denumerabel. Maka dengan demikian terlihat bahwa 
hllnpunun bilangan-bilangan riel adalah non-denumerabel. Di bawah 


t 
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101 akao dlbuktlk an bahwa himpunan bilangan-bilangan riel R ekuiva- 
len dengan himpunan H = { x I 0 < x v < 1 } tersebut/ di atas. 

Terlebih dahulu perhatikan bahwa H = { x ’ 0 < x ^ 1 v adalah ekui- 
valen dengan interval terbuka H' ={x ! 0< x <1 j maupun interval 
tertutup H = i x I 0 v ( x 1 J karena H dikurangkan dan ditambah 
dengan dengan nanyak anggota yang berhingga. Selanjutnya dua Inter- 
val terbuka AB=[x U<x<bJ dan 01) = •{ x I c< x < d } (maupun ln- 
terval tertutupnya adalah ekuivalen. Bukti geometris dldaoarkun utas 
iaKta bahwa dua garis berpotongan menentukan tepat satu titik potong 
•saja. Perhatikanlah diagram di bawah ini. 






B 



— ^ • OlV\\$<v_£ j 

S| fO J> ( J 






! dj/_v 


£ ~ -b i + d 2 

$ . f 

— -’o ^ Sr 


At, 


- j S> S\ 
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,?. kardinalitas himpunan 

Perhatikanlah himpuoan-himpunan berikut ini : 

h = { Harimau, Bebek, Kucing j- 

B = | Tono , Bono. , Dono j- 

C = ^ Medan , Solo , Padang ]• 

Ada korespondensi (pemasangan, perkawanan) 1 - 1 antara para ang- 
jota . (Korespondensi sebenarnya lebih mendasar dari konsep bilang- 
an. Perhatikanlah cara membilang di Afrika pada jaman kuno. Jika 
ada tamu maka tiap tamu disodorkan kelapa, demikian seterusnya ; 
jadi ada korespondensi 1 - 1 . Mereka sendiri tidak tahu membilang) 
Untuk memeriksa sifat berserikat antara .-t, B dan 0, maka dilakukan 
abstraksi, yaitu mengesampingkan (meniadakan) semua siiar khas 
para anggota (meniadakan special nature). > 

Abstraksi ini, yang merupakan perbuatan mental dilakukan demikian 

1. Kita kesampingkan (tidak diperhatikan - ignore) special nature 
(sifat hakiki) dari anggota-anggotanya. 

2. Kita kesampingkan juga urutan (jika ada) di antara para anggota 
himpunan A, B, dan C. 

Setelah kedua abstraksi ini dilakukan, justru masih ada sifat ber- 
serikat pada himpunan-himpunan di atas. A, B, C dan semua himpunan 
untuk mana dapat diadakan korespondensi 1-1 mempunyai sifat ber 
serikat. Dapatnya korespondensi 1 - 1 dibuat antara~para-anggota " 
himpunan-himpunan itulah satu-satunya sifat berserikat dimaksud. 

A berada dalam relasi korespondensi 1 - 1 dengan B diucapkaD dengan 
singkat 

»A ekuivalen dengan B n . Notasi : A /v B 
Rolasi "berada dalam korespondensi 1-1" adalah relasi ekuivalen. 

1 • A rv> A 

. A (X) B ==£ B (v A 
% A'V B & B rv> C A rj C 
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DBFINISI. Dua himpunan disebut mempunyai bilangan kardinal atau 
ka rdinalitas yang sama bhb mereka ekuivalen. 

Notasi untuk bilangan kardinal himpunan S adalah § atau Isi . No- 
ta si pertama mengingatkan kita bahwa untuk mendapatkan bilangan 
kardinal dari s maka kita mengadakan dua kali abstraksi yaitu kita 
lepaskan ■' spec ;ia 1 nature» (hakiki khas) dari elemen-elemannyu dan 
kemudian juga urutannya . Perhatikanlah tiga himpunan yang teluh 
dikemukakan terdahulu. 

Sehingga dapat juga dikatakan bahwa kardinalitas suatu himpunan 

S adalah tatali ta 8 dari sifat-sifat yang dimiliki oleh 3 berporl- 

denga ° — himpunan dan hanya dengan hiapuian yang ekuivalen 
dengannya „ 

Bilangan kardinal dari himpunan berhingga tidak lain dari bilang 
d misalnya s suatu himpunan berhingga. Karena s ber- 

hingga maka jika anggota-anggotanya dihitung akan berakhir pada au . 

atu bilangan n. Sehingga s ekuivalen dengan H = 1,2,3 

Selanjutnya semua himpunan yang ekuivalen dengan S akln Ikuivalen’ 
pula dengan H -sedangkan apabila himpunan itu tidak ekuivalen dengan 
S maka ia pasti juga tidak ekuivalen dengan H. Sehingga bilangan n 
c.apat dikaitkan dengan semua himpunan himpunan yang ekuivalen de- 
ngan s dan hanya dengan himpunan-himpunan yang ekuivalen dengan S. 
Maka bilangan n dapat diidentikkan dengan kardinalitas dari S. 

Akan tetapi masih dapat diperlihatkan bahwa apabila kita kawankan 

' ggota-anggota g dengan 1, 2, 3, . . . dst dengan cara lain maka 
hasiloya tetap n. 

Dengan definisi bilangan kardinal di atas, di samping bilangan- 
1 angan kardinal yang berhingga juga adanya bilangan-bilangan kar- 
mal yang tak berhingga. Misalnya bilangan kardinal dari himpunan 
bilangan asi, L N dan semua himpunan yang denumerabel. Bilangan kar- 
inl yaL.tu fT biasanya disajikan dengan simbol tertentu ?C r 
an lbaca alg ph'nol (Aleph nol adalah huruf pertama dalum abjad 
Yahudi) . Bilangan kardinal dari himpuDan bilangan risi, dun semua 
impunan yang ekuivalen dengannya disajikan dsngun 0. Karena me- 
ampaui keberhinggaan maka bilangan kardinal dari himpunan tak ber- 
ngga disebut suatu bilangan tran sf ini t . 


V \ % 


V i 1 i' 


j v M 

/f\ 


7 u > 1 


‘W'?'? 


'0 


LATIHAN 


^ V i/ * 

, h L , i 
' 1 i' V M 5 


J '*) ' 


7 


T 7 


fetoO 


( 7 u > 1 , 1 
' * > 7 / 


7. 

'J. 
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1 . Tinjaulah lingkaran-lingkaran konsentris 


C, = { (x,y) i X 2 + y 2 = a 2 ^. , 


i> -’yjpv- 


C., = ( (x,y) 


X 2 + y 2 = b 2 


di mana 0<a<b. Dapatkanlah secara geometris korespondensi 


satu-satu di antara dan C 2 * 

2. Buktikan : 

a. rO.llMOJ) b. f O,l]o; ’.0,1) 


0,1 1 /v (0,1 


(Buatlah suatu enumerasi yang menunjukkan adanya fungsi bijektif 
yang memetakan himpunan yang satu ke himpunan yang lain) 

Buktikanlah bahwa tiimpunan P denumerabel jika ? adalah himpunan 


a 1 x + a 2 x + a 3 x 


+ ** x 
m 


a aaa- 
m 


+ a X D = O 

n 


dari semua polinomial p(x) = a Q 
dengan koef isien-koef isien bulat, yaitu a^, , 

lan bilangan bulat. 

4. Sebuah bilangan r dinamakan biiangan aljabar jitca r adalah peme- 
cahan persamaan polinomial 

p(x) = a Q + a lX + 

dengan koefisien-koeiisien yang bulat. 

Buktikanlah bahwa nimpunan A dari bilangan aljabar adalah himpun- 
an denumerabel. 

5. Bilangan-bilangan bulat. Z, dapat dibuat dalam korespondensi satu 
satu dengan N, yakni bilangan asli, sebagai berikut : 

1 2 3 4 - 5 6 7 • • • 

/V 


1 


1 

-1 


i 


-2 3 -3 . . . 

Carilah sebuah rumus yang mendefinisikan sebuah fungsi f : N 
yang memberikan korespondensi di atas antara N dan Z. 

f,, Buktikan bahwa jika A dan B denumerabel maka A x B denumerabel. 


VIII . HIMPUNAN TERURUT PARSIAL DAN HIMPUNAN 
TERURUT TOTAL 

1. HIMPUNAN TERURUT PARSIAL (PARTIALLY ORDERED SET ATAU POSET) 

Suatu urutan parsial (partial order) dalam sebuah- himpun- 
an S adalah sebuah relasi R pada S yang memenuhi sifat-sifat 

1) refleksif, yakni Aa 6 S. aRa . 

2) anti -simetri, yakni ia, b € S. aRb a bRa =* a = b. 

3) transitif, yakni Aa.b.c G S. aRb A bRc ==> aR C . 

Apabila relasi R pada S mendefinisikan suatu urutan parsial 
maka relasi ini sering disimbolkan dengan tetapi jika 

tidak menimbulkan kesalah 'pahamao seringkali digunakan simbol 
" " . 

Dengan demikian ketiga sifat yang dimiliki oleh relasi urut- 
an parsial R itu dapat ditulis demikian : 

1 ) Aa t S . a 4 a 

2 ) Aa,bgs. a 4 bA b^ a => a = b 

3) Aa,b,cGo. a ^ b A b ^ c ==> a 4 c . 

Perhatikan bahwa tanda " 4 " tidak dibaca sebagal "lebih kecil 
atau sama dengan" walaupun tanda ini dapat berlaku untuk sifat 
yang kita kenal selama ini pada btlaogan>.-riel. 

Ada beberapa cara membaca notasi ralasi urutan parsial ini; 

a 4 . b . dibaca a mendahului b atau b mengikuti a 
a merendahi b at3u b mengatasi a 
a termuat dalam b atau h memuat a 
a lebih kecil atau sama dengan b 
b lebih besar atau sama dengan a 
b mendominasi a 

Notasi ini dapat pula dibalik, jadi b^,a berarti 34 b. 
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1 42 

Notasi sering juga digunakan dengan arti 

a < b dibaca : a murni mendahului b atau.bi.muroi.. mengikut i a 
a murni merendahi b atau b murni mengatasi a 
a murni termuat dalam b atau b murni memuat a 
a lebih kecil dari b atau b lebih besar dari a 

Himpunan S beserta relasi urutan parsial R disebut himpunan 
terurut parsial (S, R) atau (S, ^ ) dan sering disingkat men- 
jadi POSET (nartially ordered set). 

Apabila terdapat dua buah anggota S yang dapat dihubungkan de- 
ngan relasi urutan parsial R, dikatakan bahwa kedua anggota itu 
dapat dibandingkan. Jadi dua anggota a dan b dalam S yang danau 
dibandingkan oleh relasi R ditulis aRb atau bRa . Dengan mem- 
perhatikan adanya sifat refleksif, anti-simetri (yang ...anggun^ 
kan kata perangkai "jika . . . maka») serta transitif (yang ju- 

ga menggunakan kata gandeng "jika . . . maka»)., maka jelas pu- 

la bahwa dalam suatu poset dimungkinkan adanya dua elemen dan 
S yang tidak dapat dibandingkan. 

.Beberapa conton. : 

1) Relasi R yang didefinisikan oleh "himpunan bagian dari" pada 
keluarga himpunan merupakan relasi urutan parsial. 

Hal ini benar karena dalam keluarga himpunan berlaku A C. A 
(refleksif), jika A C B dan B e A maka A = B (anti-simetri), 
A C B dan B C C berakibat A C C (transitif). 

2) Andaikan A adalah sebarang himpunan bagian dari bilangan-bi- 
langan riel. Relasi dalam A yang didefinisikan oleh "x ^ y" 
merupakan suatu relasi urutan parsial. Hubungan tersebut di- 
dinamakan hubungan terurut alamiudalamM . Demikiaalkt>, (4,-) 
merupakan suatu POSET. 

1) Misalkan R adalah relasi-da lam himpunan bilangan asli N yang 
didefinisikan oleh »x adalah sebuah kelipatan y» adalah re- 
lasi terurut parsial. Periksalah. 



4) Misalkan S = {a, b,, c, d, e J . Diagram ini mendefinisikan 
sebuah urutan parsial dalam S dengan cara berikut : 


a 



x ^ y j ika x = y atau Jika kita dapat pergi dari x ke y da- 
lam diagram tersebut, yang selalu bergerak dalam arah yang 
ditunjukkan, yakni ke atas. Perhatikanlah bahwa b ^ a, d^ a 
dan e ^ c, dan seterusnya. 

5) Himpunan P=^i f 2 , 3, 4, 5, 6, 12, 1 5 J beserta relasi R 
yang berarti "pembagi dari" membentuk suatu poset. 

Bila aRb yang berarti a pembagi dari b ditulis dengan a I b, 
maka untuk a oggota -a nggota dari P dapat ditulis 1 I 2, 1 I 3, 

1 U, 1 I 5, 1 I 6 , 1 I 12, 1 1 15 , 2 I 4, 2 I 6, 2 I 12, 3 I 6, 

3 Il2, 3 I 1 5 , 4 I 12, 5 |l5, 6 I 1 2 , dan tentu juga 1 I 1 , 2 I 2 
3l3, 414, 5 ( 5 , 6 I 6, 12 I 1 2 , 15 i 15» 

Tampak bahwa ketiga sifat, yakni refleksif, anti-simetri dan 
transitif terpenuhi. 

Poset ini dapat digambarkan dengan diagram berikut : 


12 








-t 
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Perhatikanlah terpenuhinya sifat-sifat relasi terurut parsial 
dalam poset ini. 

Sifat refleksif, 1 i 1, 2 \ 2 , 3| % dan seterusnya. 

Sifat a nti-simetri , a| b dan b| a hanya mungkin jika a = b. 

Sifat transitif, 2| 6 dan 6 | 12 berakibat 2 j 12, 3 i 6 dan 
6 Il2 berakibat 3 | 1 2 dan sebagainya. 

Di sini 2 I 12 namun dalam diagram tid3k terlihat adanya garis 
hubung langsung dari 2 ke 12, tetapi ditunjukkan dengan garis 
hubung naik dari 2 ke 4 terus ke 12 atau dari 2 ke 6 terus ke 
12. Hal ini menunjukkan sifat transitif dari relasi itu. 
Perhatikan pula bahwa tidak semua anggota dapat dibandingkan 
misalnya 2 dan ^ tidak dapat dibandingka n karena 2 bukanlah 
pembagi dari 3. 

2. HIMPUNAN TERURUT TOTAL 

Istilah "parsial" digunakan untuk mendefinisikan sebuah urut- 
an yang tidak perlu untuk setiap elemen dari himpunan yang di- 
tinjau, Apabila suatu himpunan S yang di dalamnya berlaku urut- 
an parsial R, jadi suatu poset (S, R), yang setiap dua anggota- 
dapat dibandingkan maka disebut suatu himpunan terurut total 
(totally ordered set atau chain)* 

Himpunan bilangan asli dengan relasi - adalah suatu contoh dari 
sebuah chain. Demikian juga himpunan bilangan riel dengan rela- 
si yang sama. Perhatikanlah bahwa setiap dua bilangan asli atau 
setiap dua bilangan riel selalu dapat dibandingkan. 

Sedangkan himpunan M = { 1 , 2, 3, 4, 5 } dengan relasi R yang 
didefinisikan oleh "x kelipatan y" merupakan himpunan terurut > 
parsial tetapi tidak terurut total karena 1, 2, 3t 4» 5 meru- 
pakan kelipatan 1 tetapi 3 bukan kelipatan 2. 

3. HIMPUNAN BAGIAN DARI HIMPUNAN TERURUT 

Perhatikanlah suatu relasi urutan parsial R dalam himpunan 
H, jndi (H, R) suatu poset .^Sela n jutnya kita perhatikan himpun- 
nri K ynng merupakan himpunan bagian dari H. Apabila relasi urut- 
m H <1n lnrn H mengakibatkan relasi urutan R' di dalam K, maka 
(K, H') dieebut himpunan bagian dari (H, R). 
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f 


r 



a 


H - i a , b, c, d, e, f ^ dengan relasi R yang terdefinisi 
menurut diagram di atas bermakna xRy bila x * y atau bila 
bergerak dari x ke y selalu naik. 

Relasi R dalam H dapat ditulis dengan pasangan terurut : 

R = { (a»a). (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (a, f), (b, d), (b, f), 

(c, d), (c, f), (c, e), (d, f), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), 

(f, f)} . 

Sekarang perhatikan himpunan bagian K ={c, d, e, f } . Apabi- 

la relasi R yang berlaku dalam K dinyatakan dengan R' maka da- 
pat dituliskan : 

R ' = | (c, d), (c, e), (d, f), (c, c), (d, d), (e, e), (f, f), (c, f)} 

K x K « j(o,c), (c, d), (c, e) , (c, f), (d, d), (d,c), (d,e), (d, f) 
(e, c), (e, d), (e, e), (e, f), (f, c), (f, d), (f, e), (f, f)} 

Terlihat bahwa R' = RA (K x K). Dengan demikian dapatlah di- 
katakan bahwa : 

(K, R ' ) merupakan himpunan bagian dari poset (H, R) bila. 

(1) K himpunan bagian dari H dan 

(2) R' = R A (k x K) 

Apabila misalnya dalam himpunan H tersebut di a. tas diambil him- 
punan bagian yang lain, misalnya <L =^a., b, d, f } sedang rela- 
si R itu yang berlaku dalam L disebut R'' maka terlihat lagi 
bahwa (L, R' f ) merupakan himpunan bagian dari poset (H, R). 

Hal ini dapat dilihat langsung dari diagram ataupun dengan mem- 
perhatikan R" = R A (L x L). Hal yang khusus dari R” adalah 
bahwa setiap dua anggota dari L dapat dibandingkan. Dengan de- 
mikian jelas bahwa L merupakan suatu chain. 
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Akibat : Bila himpunan H suatu chain maka setiap himpunan bagi- 
an dari H juga merupakan chain. 

4. ELEMEN AWAL DAN ELEMEN AKHIR (FIRST AND LA ST ELEMENT) 

Ambillah suatu poset (A,^). Dalam himpunan A tersebut mung- 
kin terdapat elemen yang mempunyai kedudukan khusus yang dise- 
but elemen awal atau elemen akhir. Pengertian ini kita defini- 
sikan sebagai berikut : 

1) Elemen a dari A disebut elemen awal (elemen pertama) dari A 
bhb a mendahului semua elemen A. 

Secara simbolik dapat ditulis : 

a disebut elemen awal dari A bhb a 6 A dan Ax €: A . a <1 x. 

2) Elemen b dari A disebut elemen akhir dari A bhb b mengikuti 
semua elemen dari A. 

Secara simbolik dapat ditulis : 

b disebut elemen akhir dari A bhb b €. A dan Ax e A. x ^ b. 

Seriogkali untuk elemen awal dan elemen akhir lebih mudah dii-_ 
ngat bila digunakan istilah merendahi sebagai pengganti menda- 
hului dan istilah mengatasi sebagai pengganti mengikuti. 

Beberapa contoh 

1 ) Tentukan elemen awal d3D elemen akhir dari himpunan bilangan 
- asli de oga n i.uruta n’. alamiah. 

Elemen awal dari A adalah 1 sedangkan elemen akhirnya tidak 
ada . 

?) M = {a, b, c, d, e} adalah himpunan terurut seperti ditun^ 
jukkan dalam diagram. Tentukanlah elemen awal dan elemen ak- 
hir. 


c 
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Elemen awal dari M tidak ada sebab tidak ada elemen M yang men- 
dahului semua elemen lainnya. Perha tika n la h bahwa b tidak men- 
dahului e, jadi b dan e tidak dapat dibandingkan. 

Elemen akhir dari M adalah c karena c mengikuti (mengatasi) 
semua elemen M. 

^ ) Himpunan S I 1 ^ x ^ 4 , x bilangan riel^ dengan rela- 

si urutan biasa ^ , merupakan poset (S, $.). Dalam poset 
ini ada elemen awal yaitu 1, karena 1 anggota S dan 1 lebih 
kecil dari setiap anggota S yang lain. Tetapi S tidak memi- 
liki elemen akhir karena tidak ada anggota S yang lebih be- 
sar dari setiap anggota yang lain. 

4) Diketahui A adalah himpunan ,«$ e bara rcg * '2 A ada la h. himpunan ku- 
asa dari A yang merupakan keluarga himpunan. R adalah rela- 
si yang didefinisikan sebagai "x subset dari y”. 

Akan diselidiki apakah 2 A merupakan himpunan terurut dan 
apakah mempunyai elemen awal dan elemen akhir. 

(2 A , R) merupakan poset tetapi bukan chain. 

C 2 mempunyai elemen awal yaitu himpunan kosong sedang ele- 
men akhirnya adalah A sendiri. 

Akan kita, tunjukkan selanjutnya bahwa suatu poset, apabila me- 
miliki elemen awal, maka elemen awal v t u tunggal. 

Perhatikanlah poset (A,^. ). Andaikan ada dua elemen awal ya- 
itu a dan a 1 . Menurut pengertian elemen awal, maka a £A, dani 
a^x:_ .untuk setiap x anggota A. Karena a T elemen awal juga 
berarti a’£A. Jadi haruslah a'. 

Tetapi a* sendiri elemen awal berarti a f 4^ x untuk setiap x£A. 
Karena a elemen awal berarti a <& &, jadi haruslah a r ^a. De^ 
ngan demikian terdapat a^a 1 dan a a sehingga haruslah 
a = a*. Ini berarti pengandaian adanya dua elemen awal tidak- 
lah benar. Dengan kata lain hanya ada satu elemen awal. 

Dengan cara yang sama dapat pula ditunjukkan bahwa suatu poset 
apabila mempunyai elemen akhir, maka elemen akhir itu adalah 
unik. 
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5. ELEMEN MAKSIMUM DAN ELEMEN MINIMUM 

Kita perhatikan kembali poset (A, 4 ) niaka didefinisikan- 
la h : 

i) Elemen m d3ri A disebut elemem maksimum dari A bila tidak 
ada elemen A yang murni mengatasi m. 

Dapat juga ditulis : 

m £a dispbut elemen maksimum bhb . E x 6. A. m <x. 

?.) Elemen n dari A disebut elemen minimum dari A bila tidak 
ada elemen A yang murni merendahi n. 

Dapat juga ditulis : 

n £ A disebut elemen minimum bhb E x £ A. x < n. 

Contoh 

1) Suatu poset digambarkan dengan diagram di bawah ini. 


P 

f 



t u v 


Dalam poset ini, p merupakan elemen maksimum sekaligus 
elemen akhir. Sedangkan t, u, dan v merupakan elemen mini- 
mum. Poset ini tidak memiliki elemen awal. 

2) Diagram di bawah ini adalah urutan parsial dalam M = a, b, 
c , d, e 


a d 



i lniimn maksimum dari M adalah a dan d sedang elemen mini- 

mumnya adalah b dan e. 


t 
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H 2 > 5 , 5, 9, 15 } dengan relasi R di H yang didefini- 
sikan sebagai "pembagi dari" dan disimbolkan dengan x| y, 
yaitu x pembagi dari y. 


? 15 



j r - '• r i \ y>ij. n *VV> Vo#* » : s, 

( H V v| * e ake 'Stfatu poset ^egga>n ^safty i ^5 jjaa 

yait^J?, vya ng r tidak dapat dibandingkan, da pg 9 ,n y p ria - 

pun.gda; 2 ?i iH y. Tidak ada^.sa tuv : ei-emenpu ; n, ^api ^.•yaog^rpi 
rendahi* i dan , juga -tidak a^psa^u elerji^npp n iyang mu^ni, 
mengat&si 2 ^^e^u pak^n glemep : maks imyrn a da v n , stj^ligus 

elemen mipimujtm* -Eleniep :? minii?uin> ya ng lain adalah 3 dan 5. 
Sedangkan elemen maksimum adalah 9 dan 15. Tidak mempunyai 
elerfien awai maupun elemen afehir. : ' 


Perlu, 


- .'K rrj 


i ( f ; • i j * 


a 


hal-hal berikut : 1 * 

- ' U* *V; "f ' '• T/ \ 1 ■ 7/ 'itvpV, I 7 Tiki r .j »: 

1 Bi L 1 i a ? A .^tu hppunanot^ -totali | gha i$ )j, pma Ka A paling 

‘ banyak dapat rnemi li^i . sebuah elemen mir^mum . Demikian, juga 

P- a 9y a ^^ 3 Pa't memiliki' sa tu 1 'elemen maksimum. 

•b '• r •• 1- : ^ ; . J. c. ilk. ^ -Sf *:• V < ^ ., V ’i» r/ ,v ;«!* >■ • 

2) Setiap po^e^v.yangtfinit pa-J&pg sedikit s fcbuah ele- 
men . rairi!mini..da n : paling < s elemen maksimum. Se- 

dangkan himpunan teruryt yang Infinit - belum tentu memiliki 
,^ ^leme p minimum maupu n e lemetjb maksimum ~ ' 

'•4$ - 4 -h i ? ]■ ■ i •«* 

6 . BATAS; ATAS ; DAN. BATAS- BAWAIfe (IrPPSft AN^ LOWEl- BOtJNB ) a 


o; a 


Pada pemoica^aa n r dj.; a tas ^ejgh diperkS^’j^ap -elfmen awal, 
elemen akhir, elemenlraaksimum„ dkn eleme ; n mf^mum.. . Sekara qg , 
akan diperkenalkan pula batas, a^s dan batas bawah. 
Pdbhatlkanlah pbset (s, R) dap U, 


bagian) dari (S, R). l "~ r 

'-’l) Elemen wts disebut batas' bawah' dai*! 1 A bj.lq w merendahi se- 
tiap elemen dari A. 

2) Elemen t€S disebut elemen atas dari A Min t mtngatflfll ne- 
tiap elemen dari A. 


Jjtl \\ himpunan bagian (poset 

' ) ; ( 


Bila relasi merendahi disimbolkan dengan ^ maka pengertian di 
atas dapat ditulis : 

1) Elemen w bata&' bawah A bhb w 6 S dan Aa (: A . w ^ a. 

2) Elemen t batas atas A bhb t £ S dan AafcA. a t. 

Dari pengertia n. tersd.bu t^ej'Kha t bahwa suatu pos e t (A, R') 
mu ogkit) ^iaak; v n^niliki batas bawah; mungkin Djen^.liki satu ba- 
vtas ^bawa^c t^ v tapi mungkin juga memiliki Msa-ta s bawah* 

Demikian juga tentang batas atas. Karenanya dimungkinkan ada- 
nya batas bawah terbesar (bbt) atau greatest lower bound (glb) 
ya ns biasa disebut intimum (ini) dan batas atas terkecil (bat) 
atau least upper bound (lub) yang biasa disebut supremum (sup)- 

Untuk mengingat pengertiannya, penegasan berikut dapat dilaku- 
ka n : 

1) Batas baw 3 h terbesar dari A adalah bat3s bawah yang menga- 
tasi semua batas bawah dari A. Ditulis inf(A). 

2) Batas atas terkecil dari A adalah batas atas yang merendahi 
semua batas atas A. Ditulis sup(A). 

Memperhatikan pengertian batas bawah maupun batas atas, ter- • 
nyata batas bawah maupun batas atas mungkin anggota dari A te- 
tapi juga mungkin bukan anggota dati A. 

dori t oh 

1) Ambil 3 ={a, b, c, d, e, f, g, b} . Poset (S, R) dituo- 
pil'i- m pnda diagram di^bawah ini. 



'v yv' 


K 1 I n pnh«Uk«n himpunan bagian A 


{ C, d, «'l. 
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Dalam diagram tersebut, A juga merupakan himpunan terurut. Ba- 
tas atas A adalah c, a dan b f karena ketiganya mengatasi semua 
anggota dari A. Sedangkan c adalah batas atas terkecil dari A, 
yang ditulis dengan sup(A) = c, karena c merendahi batas atas 
yang lain. Sedangkan f dan h 'merupakan batas bawah-, karena ke- 
duanya merendahi semua anggota A. Sedangkan f merupakan batas 
bavjah terbesar dari A, ditulis inf(A) = f, karena f mengatasi 
batas bawah yang lain. 

Bagaimana halnya dengan g ? g bukanlah batas bawah sebab g 
tidak merendahi semua anggota A. Khususnya g tidak dapat di- 
bandingkan dengan d. 

2 ) Himpu nanH = {x|o4x(4, x bila nga n riel j ada lab him- 
punan bagian dari himpunan bilangan riel . Bila dalam him- 
punan itu kita perhatikan relasi urutan biasa 4 ♦ maka ki- 
ta dapat mengatakan bahwa H mempunyai batas bawah yaitu 
anggota-anggota B = j x I x ^ 0 J- . Karenanya H mempunyai ba- 
tas bawah terbesar yaitu inf(H) = 0 (batas bawah ini ter- 
masuk dalam H, yang lainnya tidak). Selanjutnya H mempunyai 
batas atas yaitu anggota-anggota A = | x I x ^ 4 } , karena 
itu H mempunyai batas atas terkecil yaitu sup(H) = 4 (batas 
atas terkecil ini tidak termasuk dalam H). 

Himpunan seperti H tersebut di atas, yaitu terbatas di atas 
da.o terbatas di bawah disebut himpunan yang terbatas. Jadi se- 
tiap himpunan bilangan riel yang terbatas tentu mempunyai in- 
fimum dan supremum. 

3 ) Himpunan H = { 2, 3, 4, 6, 8, 12 } dengan relasi "kelipatan 
dari» yang disimbolkan dengan § . Jadi 4 # 2 berarti 

4 kelipatan dari 2. Mudah diperiksa bahwa (H, #) merupakan 
suatu poset. Bila S = -{ 2, 3 , 4,;6, 8, 12, 16 1 , jelas 

H himpunan bagian dari S. Diagram poset (H, #) "radalah : 



16 
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Terlihat bahwa H tidak mempunyai batas atas maupun batas bawah 
karena tidak berlaku 8 # 12 juga tidak 2 # 3 . 

1. HIMPUNAN YANG SIMILAR 

Perhatikanlah himpu na n-himpu na n berikut ini 


A = 

{ 1. 

2 , 

3 , 

4 f * • 

•1 

B = 

r 2, 

4 , 

6, 

8, . 

• } 

C = 

i-i 

t ' * 

- 2 , 

-3, 

-4, . . 

. V 


Ketiga himpunan tersebut dua-dua adalah ekuivalen. Ini berarti 
bahwa ada fungsi f : A — ^3 bijektif (satu-satu dan onto), 
yaitu f(x) = 2x. Sedangkan untuk A dan C ada fungsi g : k C 
y3ng bijektif yaitu g(x) = -x. Demikian juga dari B ke C. 
Sekarang perhatikan secara khusus masing-masing fungsi terse- 
but, dengan memperhatikan rolnni urutan biasa 

Untuk f(x) - ?x . 31 1 t x,y / A dan x <y maka f(x) ^f(y) dan 

f(x),f(y) e B. 

Mln.ilnyn 1 dan 3 anggota A , makc f(l) = 2 
do n f (3) = 6, keduanya anggota B, kecuali itu 
1 <3 dan juga 2< 6. 

Unlii.u k( 0 - Bila x,y €, A dan x y maka g(x) y g(y) se- 
dang g(x) , g(y ) € C. 

Misalnya. 1 dan 3 anggota A, maka g(l) = -1 
dan g(3) = -3 1 keduanya anggota C, kecuali 
itu 1<3 tetapi -1 ^ -3. 

Uangan demikian meskipun A dan B ekuivalen, demikian juga A 
dongan C ekuivalen, namun ada perbedaan sifat. Selanjutnya ' 

A dan B disebut dua himpunan yang similar (serupa). Sedangkan 
A dan C meskipun ekuivalen tetapi tidak 9imilar. 

Dapatlah dikatakan bahwa dua himpunan terurut disebut si- 
inl lnn hlla ada korespondensi satu-satu antara elemen-elemen 
V • 1 1 1 r. fionuoi dalam relasi urirtan yang ada».,- Secara oleb ih haik 
d 1 1' il.fi k i n demikian : Pandanglah himpunan terurut A dan B. 

A n 1 m 1 lnr dengan B (ditulis B) bila dan hanya bila ada 
rungu i r diri A ke B yang bijektif serta memiliki sifat bahwa 
netln p p f n * C A berlaku a^a’ bhh f(a) ^ f(a'). 
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Selapjutnya pemetaan f sedemikian disebut pemetaan similar. 
Dari uraian di atas jelas bahwa dua himpunan similar tentulah 
ekuivalen, tetapi tidak sebaliknya, 

Contoh 

‘v/ 

1) Perhatikan H = ^ 2 , 4 , 8 , 12 , 24 J dengan relasi urutan 
"pembagi dari" yang disimbolkan dengan R. Himpunan 
K = a , b, c, d, e j- dengan relasi yang ditunjukkan pada 
diagram di bawah ini, yang membentuk suatu poset. 

(H, R) juga membentuk poset. Kedua poset ini dapat digam- 
barkan seperti di bawah ini. 



Kedua himpunan H da n K tersebut jelas ekuivalen, dan ba- 
nyak fungsi bijektif yang dapat dibuat dari H ke K. An- 
daikan relasi pad 3 K disimbolkan dengan R 1 , maka (K, R f ) 
menunjukkan suatur-poset . 

Sekarang kita pilih fungsi bijektif dari H ke K demikian 
f : H — > K memetakan 2 kepada a 

4 -kepada b 
8 kepada c 
12 kepada d 
24 kepada e 

Dengan demikian terlihat bahwa setiap kita mengambil dua 
elemen dari H, kita akan mendapatkan dua elemen dari K yang 
bersesuaian dan berada dalam relasi K*. Misalnya, 2 R 4 ber- 
akibat f (2) R’ f ( 4 ). yaitu A R 1 'b , dan sebaliknya. 

berarti bahwa H dan K similar. 

Perhatikanlah bahwa masih banyak fungnl bijektif dari H ke 
K tetapi tidaklah selalu menunjukkan nifst similar demikian. 
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?) Perhatikan kembali poset (H, R) dalam contoh di atas dan 
suatu relasi lain R” 1 yang berarti "kelipatan dari 11 . Mudah 
dilihat bahwa (H, R” 1 ) juga merupakan poset. ( R~^ disebut 
relasi urutan invers) 

Kita buat diagram kedua poset tersebut. 


2 

r 



2 > 


Kita selalu dapat membuat fungsi bijektif dari H ke H, mi- 
salnya f : x- >x atau f(x) = x. Dengan fungsi itu kita 

dapat mengambil 2 R 4. Kemudian kita periksa f (2) = 2 dan 
f(4) = 4 yang keduanya di H dengan relasi R*” 1 . Apakah ber- 
lahu 2 R 4 2 R* 1 4 ? Jelas tidak. Lihatlah anak panah 

dari kedua diagram ini. Hal ini berarti f bukan suatu fung- 
si similar untuk H ke H, dengan relasi-relasi itu. Cobalah 
cari fungsi yang lain dari H ke H yang bijektif dan meme-* . 
nuhi sifat similar. Kiranya tidak akan ditemukan. 

Dari uraian dan contoh-contoh di atas dapat dikemukakan bebe- 
rapa hal penting di b 3 wah ini. 

1) Bila «H himpunan terurut total (chain) dan H similar dengan 
K maka K juga merupakan himpunan terurut total, (dibuktikan 
dengan reductio ad absurdum : andaikan K tidak terurut to- 
tal) . 

2) Bila himpunan A dan B Similar, t f'";: * A >B pemetaan similar 

maka a merupakan elemen awal k bhb f (a) merupakan elemen 
awal dari B. (ini berlaku, juga untuk elemen akhir, minimum 
dan maksimum). Dapat dibuktikan dengan reductio ad absurdum. 
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(1) Carilah semua elemen maksimal dari B. 

(7) Carilah semua elemen minimal dari B. 

(5) Apakah B mempunyai elemen pertama atau elemen terakhir 
9. fondanglah W yang diorde sebagai berikut, dengan 

W = { 1 , 2 , ... , 7 f 8 j- 
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Tinjaulah himpunan bagian V ={ 4 , 5, 6 j dari W. 

(1) Carilah himpunan batas atas dari V. 

(2) Carilah himpunan batas ba*ah dari V. 

(3) Apakah sup (v) ada ? 

( 4 ) Apakah inf (V) ada ? 

10. Misalkan D = j 1. , 2 , 3» 4, 5, 6} diurut sebagai berikut : 


1 

t 



Tinjaulah himpunan bagian E =>•[?, , 4 j diirl D 

(1) Carilah himpunan batas atas duri K. (:») Onrll.li hlm 
punan batas bawah dari E. (i) Apttluth mm p (|i|) ubi Y 
(4) Apakah inf (e) ada ? 
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11. Tinjaulah Q, yakni himpunan bilangan rasional, dan himpun- 
an bagiannya A = x | x f Q, 3 . 

(1) Apakah A terbatas di atas, yakni apakah A mempunyai 
sebuah batas atas ? 

(?) Apakah A terbatas di bawah, yakni apakah A mempunyai 
sebuah batas bawah ? 

(3) Apakah sup (A) ada ? 

(4) Apakah inf (A) ada ? 

1?. Misalkan Q adalah himpunan bilangan rasional. Ambil him- 
punan bagian dari Q yakni B = £ x I x £ Q, 2 < x 2 <C 5 ^ 
jadi B terdiri dari bila nga n-bilanga n rasional yang ter- 
letak di antara |/~2 dan '/5 pada garis bilangan riel. 

Apakah ada batas bawah dan batas atas untuk B ? 

Apakah ada batas atas terkecil dan batas bawah terbesar ? 

13. Buktikanlah bahwa himpunan bilangan rasional Q dengan 
urutan alamiah similar dengan Q yang mempunyai urutan 
invers . 

U. Jika A = { 2, 5, 6, 12, 2K, 36} dan R adalah relasi 

"x adalah faktor dari y", serta R’ adalah relasi yang di- 
definisikan sebagai n x adalah kelipatan y" ni3ka tunjukkan 
bahwa (A, R) dan (A, R') keduanya merupakan poset. Tun - 
jukka pula bahwa (A, R) similar dengan (A, R 1 )* 


IX. PENGENALAN BOOLEAN ABSTRACT ALGEBRA 


1 . PERKEMBANGAN MATEMATIKA 

Sering kita mendengar pertanyaan "Apakah Matematika itu ?» 
Jawabah untuk pertanyaan ini tidak mudah diberikan secara eks- 
plisit. Untuk memahami apakah matematika itu maka perludikt bi 
hui perkembangan matematika itu sendiri, dengan demikian prnnn 
hama n tentang apakah matematika itu dapat dipenuhi. 

Telah diketahui bahwa matematika telah muncul ,1auh s «b» lu m 
Masehi walaupun belum menggunakan nama Matematika dan belum 
terorganisasi dengan baik. Dapat dikatakan bahwa Mesir, Babi- 
lonia, Junani dan daerah sekitarnya merupakan tempat muncul- 
nya matematika. Oleh karena matematika itu muncul untuk meme- 
nuhi kebutuhan praktis pada saat itu, maka Geomejri dan Arit- 
metika adalah cabang matematika yang mula-mula dikenal. 
Aritmetika (Ilmu Hitung) dibutuhkan dalam interaksi sehari- 
hari dalam perdagangan dan sebagainya sedang Geometri dibutuh- 
kan untuk pengukuran bata3 serta luas tanah, pengukuran isi 
tumpukan gandum dan Bebagainya. 

Oleh karena Geometri tumbuh dan berkembang sebagai salah 
satu cabang matematika yang tertua, tanpa mengesampingkan mak- 
na perkembangan cabang lainnya, maka, untuk sampai kepada ha- 
kekat dan arti matematika, di sini ditempuh melalui jalur per- 
kembangan geometri. Sebagaimana halnya deng 3 n setiap ilmu maka 
Geometri memiliki obyek dan metode. Yang dimaksud dengan obyek 
suatu ilmu ialah hal-hal yang diselidiki dalam ilmu itu, se- 
dangkan metode adalah cara-cara yang ditempuh untuk mendapat- 
kan fakta-fakta dan menetapkan hukum-hukumnya. 

Obyek dan metode mempunyai hubungan yang erat satu dengan 
yang Lainnya; keduanya mengalami perkembangan. 

Telah disebutkan di atas bahwa geometri di;Mesir merupakan 
kebutuhan mendesak. Kita ketahui bahwa sekitar sungai N 11 me- 
rupakan daerah pertanian yang subur. Namun secara borku lo su- 
ngai Nil banjir dan menghapuskan ba t.un-bd t/m pnrM.'iw/ihn n. Untuk 
Mengembalikan batas-batas tanah mau i n g «m/mlng pemilik tanah 
pertanian maka dibutuhkan pengetahuan geometri ynng pudn saat 
itu masih diberi nama Ilmu Ukur Taroih. 
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Perkembangan geometri mengalami benetapa fase hingga menja- 
di ilmu yang aksiom3tik. 

Fase Pertama . Pada fase ini yang, menjadi obyek geometri ada 
lab benda konkrit (benda alam, benda fisik), misalnya bahan 
bangunan seperti potongan kayu, b3tu alam, batu b3ta dan 
lain-lain, , sebidang tanah, tumpukan gandum dan sebagainya. 
Metode yang digunakan adalah metode empiris, sedang fakta- 
fakta diperoleh dengan pengamatan. Hukum-hukum (yang bi3sa 
disebut dalil) ditetapkan dengan induksi. Misalnya dari be- 
berapa benda yang bundar didapatkan dengan pengukuran bahw3 
kelilingnya sama dengan tiga kali panjang garis tengahnya 
(cara-cara pengukuran masih kasar). Maka ditetapkan dalil : 
Keliling semua lingkaran sama dengan tiga kali garis tengah 
nya 0 Pada fase ini belum ada usaha untuk menghubungkan dalil 
yang satu dengan dalil yang lainnya. Tiap-tiap dalil berdiri 
sendiri. 

Fase kedua . Dengan makin bertambahnya dalil-dalil yang dike- 
nal, timbullah kebutuhan untuk menghubungkan dalil yang satu 
dengan dalil yang lain. Misalnya diterangkan dengan cara ba- 
gaimana rumus untuk mencari luas daerah jajaran genjang dav- 
pat diperoleh dari rumus untuk mencari luas daerah persegi 
panjang . Perhatikan gambar berikut. 



yang sudah dikenal dapat diperoleh dalil yang baru. Dengan ' 
cara itu Hippocrates telah berhasil menemukan luas beberapa 
daerah yang berbentuk bulan sabit. Thales antara lain meru- 
muskan beberapa dalil yang sederhana, yang sebelumnya sudah 
sering digunakan secara intuitif tetapi belum dieksplisit-M 
kon. 

Semontara. itu juga obyek geometri mengalami pergantian. 


f 
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Diinsafi bahwa hal-hal yang dibicarakan dalam geometri s e - 
peri titik, garis, bidang dan sebagainya bukanlah benda alam 
melainkan ’benda' yang hanya kita pikirkan saja. ’ Benda -ben- 
da' itu hanya ada dalam pikiran kita, dan karena itu ne'lnn- 
jutnya* Kita sebut benda pikiran, tetapi kemiripan ontnn kn 
dua jenis benda itu besar sekali, benda pikiran diperoleh 
dari benda alam dengan melakukan dua operasi pada benda «I "'i 
itu, yaitu abstraksi dan idealisasi. Tang dimaksud <lnni> m. 
abstraksi ialah bahwa dari sifat-sifat suatu bend i n lain h « 
nya sebagian saja yang diperhatikan, yaitu benar dnn bentuk 
nya . Semua sifat yang lain seperti berat, warna, bah n n dnn 
suhunya tidak diperhatikan. Idealisasi berarti penyempu rni 
an. Kertas yang tipis, kita sempurnakan tipisnya, artinya 
tebalnya kita jadikan nol, maka terjadilah bidang. Saut» n 
benang y 3 ng kecil, kita sempurnakan kecilnya sehingga lenyap 
tabal dan lebarnya, dan hanya tinggal panjangnya saja, maka 
terdapatlah garis. Dengan cara demikian konsep titik diper- 
oleh dari sebutir peluru yang kecil, konsep lurus diperoleh 
dari tongkat yang lurus dan sebagainya. 


Fase ketiga . Setelah obyek geometri yang semula yn I tu benda 
konkrit (benda fisik) diganti dengan benda pikiran, maka * r» 
ra-cara yang dipergunakan lagi. Sebab benda yang h m n y m ada 
dalam pikiran kita, tidak dapat kita angkat, kilo arnat-armitl 
atau kita ukur. Dengan demikian pemikiran induktif yang di- 
dasarkan atas hasil pengamatan da n. percobaa n tidak dapat di- 
pakai lagi. Kecuali dengan alasan tadi, ternyata induksi t.! 
da.k selalu menghasilkan dalil yang benar. Jndi jalan pikiran 
yang selanjutnya boleh dipakai ialah pemikiran deduktif aaja 
Di atasc’telah diuraikan bahwa Thalen dan II i ppok i i t^n . 1 * 
ngan menggunakan pemikiran deduktif telah memperoleh dalil 
dalil yang ba.ru dari dalil-dalil ynn/’ miduh dllmtml Tr.i «p! 
dalil-dalil yang sudah dikenal itu diperoleh demoi n Induksi 
yang pada saat itu sudah dilaranp, . Maka 1 1 mim I la h r o o. m 
tentang susuna o aksiomatis . Dalil dalil vmum •< > i'"» " > r, h d " 1 
pengalaman (secara induktif) 1 tu tidak I • i ^ i » la i dlanimi n r 
bagai dalil melainkan disebut ako l "m ( km i »• * * i « •m-i «k a i Mina 
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secara deduktif diturunkan dalil-dalil. 

Juga pengertian-pengertian (konsep-konsep) mengalami penyu 
sunan yang mirip dengan penyusunan dalil-dalil. Diinginkan 
agar semua pengertian didefinisikan. Tetapi hal itu tidak 
mungkin karena definisi tiap-tiap pengertian tentu mengguna- 
kan pengertian yang lain. Maka harus ditunjuk beberapa penger 
tian yang jumlahnya sesedikit mungkin dan yang cukup jelas, 
sehingga tidak perlu didefinisikan. Pengertian yang demikian 
ini disebut pengertian pangkal (primitive concept, undefined 
term, pengertian intuitif) . Sedang pengertian yang lainnya 
harus didefinisikan dengan dengan menggunakan pengertian 
pangkal, atau pengertian yang bukan pangkal yang telah dide- 
finisikan lebih dahulu. 

Struktur ilmu aksiomatis itu antara lain telah diuraikan 
oleh Aristoteles. 

Struktur ilmu aksiomatis itu terdiri atas dua deretan (ja- 
ringan) yaitu jaringan pengertian dan jaringan pernyataan. 
Jaringan pengertian terdiri atas kelompok pengertian pangkal 
(pengertian intuitif) dan kelompok pengertian bukan pangkal. 
Setiap pengertian bukan pangkal diperoleh dari pengertian 
pangkal atau pengertian bukan pangkal yang sudah ada sebelum- 
nya melalui definisi. Jaringan pernyataan terdiri dari kelom- 
pok pernyataan pangkal (aksioma) dan kelompok pernyataan bu- 
kan pangkal (dalil, teorema). Setiap dalil diperoleh dari 
pornya taa n pangkal (aksioma) atau dari pernyataan bukan pang- 
kal yang sudah ada sebelumnya melalui deduksi. Jadi dalil di s 
turunkan dari aksioma atau dari dalil yang sudah ada melalui 
bukti. Perlu diperhatikan bahwa hubungan antara kedua jaring- 
an ini ialah ialah bahwa semua pernyataan harus menyatakan 
hubungan atau relasi antar penfertia n-pengertia n . 

T ' ~ } . g*r > - 

Dongan susunan aksiomatis dari matematika itu, orang se- 

1 I nn mengidentifikasikan matematika itu dengan ilmu aksioma- 
,lM Dengan demikiaD nama matematika itu dihubungkan dengan 
,ur (1nn metodenya. Apa sajapun obyek suatu ilmu, apa- 
1,1 1 1 1 l,,,u ilmu itu disusun secara aksiomatis dan metode 
v ' ,nr '/ dimIthi untuk menurunkan teorema melalui metode de- 
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ktif maka ilmu itu menjadi cabang matematika. 

Dengan skema, struktur ilmu aksiomatis itu dapat digambar- 
kan seperti diagram berikut. 


ILMU AKSIOMATIS 


f 

KELOMPOK PENGERTIAN 


KELOMPOK pernyataan 



Sekarang timbul pertanyaan : l)a |u l.i'.a l, t tnel.rl dimmun se- 
cara aksiomatis ? Dengan kata la l n l ».■ ■ pa 1 1 ih • >m> 1 . , ,i i | ;| _ 

dikan cabang matematika dalam pengn r t. ia n hnni Ini V 
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Banyak ahli matematika berusaha membuat susunan yang dimaksud 
dan hasilnya semua diberi nama "UNSUR-UNSUR" atau " ELEMEN TS " . 
Rupa-rupanya semuanya buku itu belum memuaskan, sebab waktu 
buku Unsur-unsur karangan Euclides terbit dalam tahun 300 SM 
lenyaplah semua buku-buku Unsur-unsur yang lain. Dengan demi- 
kian buku karangan Euclides itu menjadi satu-satunya buku 
yang berjudul Unsur-unsur dan memuat susunan geometri mulai 
dari aksioma -aksioma . Dengan Unsur-unsur Euclides itu geome^.. 
tri memasuki fasenya yang ketiga, yang bertahan lebih dari 20 
abad lamanya. 

Buku ini terdiri atas 13 bab, yang biasanya tiap bab dise- 
but buku : 6 buah bukunya yang pertama membahas segitiga , se- 
gi-empat, lingkaran, segi-banyak, perbandingan dan kesebangu_n 
an, 4 buah buku berikutnya membicarakan ilmu bilangan. 

1 bu')h (ynnK ke 11 ) memperkenalkan geometri ruang yang berhu- 
bu ni/u n rlenflun buku pertama. 

I IhimIi (y.iui' ke l£) membicarakan limas, kerucut dan tabung. 

1 burih (ying ke 13 ) membahas kelima bidang banyak beraturan 
vi Itu kubus, tetrahedron (bidang empat), octahedron (bidang 
d • ' l;i ) ii n ),ic osahedro n (bidang duapuluh) dan dodecahedron (bi- 
fl/ing duabelas). 

Dalam bukunya yang pertama, Euclides mulai dengan 23 defi- 
nisi, 5 postulat, 5 aksioma dan 48 dalil. Perhatikan bahwa 
Euclides menggunakan istilah untuk aksioma ysngkberlaku untuk 
ilmu yang bersangkutan sedang aksioma digunakannya untuk /• 
prinsip-prinsip umum, yaitu yang berlaku untuk segala hal). 

Di bawah ini diperkenalkan 5 definisi, kelima postulatnya, 
kemudian kelitea aksioma (prinsip-prinsip umum). 

Definisi-definisi^ : 

1. Titik ialah yang tidak mempunyai bagian. 

2. Garis ialah panjang tanpa lebar. 

3. Ujung-ujung suatu garis ialah titik-titik. 

4 . Garis lurus ialah garis^yang terletak rata dengan titik- 
titik yang terletak pada garis itu. 

5. Bidang ialah sesuatu yang hanya mempunyai panjang dan le- 
bar. 

Dan seterusnya. 
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jos tu la t - po. s tu la t. 

1 * Mela lu i dua titik dapat dibuat satu garis. 

2. Garis dapat diperpanjang tanpa batas. 

3. Dengan pusat dan jari-jari yang diketahui dapat dibuat 
sa tu li ngka ra n . 

4. Semua sudut siku-siku sama besar. 

5. Jika dua garis dipotong oleh garis yang lain, dan terdn 
pat dua sudut dalam sepihak yang jumlahnya kurang dnrt- 
padadua sudut siku-siku, maka kedua garis tadi jika di 
perpanjang secukupnya, akan potong-memotong di pihak ke- 
dua sudut tadi terhadap garis pemotong tadi. 

Aks i oma -a ks i oma : 

1. Benda-benda yang sama dengan suatu benda yang sama, satu 
sama lain juga sama. 

2, Jika sesuatu yang sama ditambah dengan sesuatu yang sama 
jumlahnya sama. 

3 Jika sesuatu yang sama dikurangi dengan sesuatu yang sama, 
sisanya sama. 

4. Benda-benda yang berimpit satu sama lain, satu sama lain 
sama. . 

5. Seluruhnya lebih besar dari bagiannya. 

Walaupun Euclides berusaha menjadikan geometrinya dalam 

susunan aksiomatis, Damun ternyata gagal. Kegagalan itu dapat 

dilihat dari definisi-definisi, postulat-postulat dan dalil- 

dalilnya. 

Beberapa ciri geometri Euclides : 

1. Dari definisi tampak bahwa obyeknya adalah benda pikiran. 

2. Sesflai dengan ciri di atas, perimpitan (pemindahan) dila- 
rang, baik untuk mendefinisikan maupun untuk membuktikan. 

3. Sesuai dengan ciri (i) juga, tidak boleh diadakan lukisan 
sebab lukisan menyangkut barang-barang konkrlt. Meskipun 
demikian, dalam merumuskan aksioma-nkn I oma eksistensial 
dan dalil-dalil eksistensi, Euclldmi miring meminjam isti- 
lah-istllah lukisan. 

Contoh : 

Dalil 1 berbunyi : Melukis segitlgn fimni.nl/il y«ng bersisikaD 
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Maksudnya ia lah jika diketahui suatu ruas garis maka ada se- 
gitiga samasisioyang bersisikan ruas garis tadi. 

Kelemahan lainnya ialah : 

Euclides berusaha untuk mendefinisikan semuanya dalam geome- 
tri 32mpai kepada pendefinisian titik, garis dan bidang. 

Jika diperhatikan definisinya yang pertama : Titik ialah 
yang tidak mempunyai ba g ia n * M/ik/i perlu didefinisikan apa 
yang dimaksud dengan bagian. 

Dalam buku Euclides tidak dinnbut pengertian-pengertian mana- 
kah yang merupakan pengertian pangkal. 

Dalam definisinya yang kedu.i : Garis ialah panjang tanpa le- 
bar, maka perlu didefinlni ki n pula apa yang dimaksud dengan 
panjang , apa pula yang dimaksud dengan lebar . 

Tampak bahwa memang hnrue ada pengertian-pengertian pangkal. 

Fase keempat . Setelah kekurangan-kekurangan ditemukan pada 
geometri Euclides tnuki ormg berusaha untuk menyempurnakan- 
nya. Usaha ini berhaul! dalam tahun 1899. Dalam tahun itu ter 
bit I i h buku "Grundlagen dor Qnomntrie M karangan Hilbert, 

V a tir, memrnuhl nyntat ilmu y m mm. m kaiome tis . 

'I ran I k I n n c r* t mu n i r i tl |. i pula fase keempat. Dalam fase i 
t"i r..,!-" ih ainmtii drMiM.Mii M«ikn lompok istilah-istilah yang 

I I duk <1 1 d» f I n t dhin 'la n pnrtiya I t a n-pernya taa n y 3 ng tidak di- 

, " 1 1 11 ,lh,,:, "V" • • i - • l * lahw.a pidn fase ketiga geometri masih 

^ i i* i • 1 1» mengenal ruang tempat kita hidup 

I I 1 "»• n a • 1 1 1 v l'»* ngertian-pengertian pangkal- 

" v * m i , i d i a m i t n t a 1 m n I m i i p! n ia pa saja dianggap mengeta- 

,m J 'i'' V'iir d I iiiahntnl ( h(' I r n v 1 dende, mengerti dengan spontan) 
Akal oma -akal omanya tidak dibuktikan, tetapisiapa saja yakin 
■ ikan kebenarannya berdasarkan pikiran jernih . (berdasarka n in- 
tuisi dan pengalaman). 

Dnlam fase keempat istilah-istilah pangkal tidak didefinisi^ 
k/»n dan kita bebas untuk memberi arti kepada istilah-istilah 
Itu rtekehendak kita, hanya -dengan suarat bahwa arti itu cocok 
n ks i oma -aksi oma yang telah ditetapkan. Dalam fase ke -r- 
M r ' 1 F' P-tiap aksioma jelas kebenarannya, sedang dalam fase 
luMuiipit l.ldak dipersoalkan benar atau salahnya. Yang jelas L* 


t 
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akSi ° ma itu diberi MkL .benar . Kelompok aksioma 
idak boleh mengandung pertentangan (jadi harus konsisten), 

.us engkap dan tidak mengandung dependensi (ketergantung- 
an satu sama lainnya). 

Untuk lebih mengenal matematika sebagai ilmu aksiomntln 

T a . _ b3Wah lnl akan dl bicarakan lebih lanjut "Elsmentn" 
dari Euclides. 

da ;n:“ ken,bali Postulat-postulat, • kalODM-nknloiw, 
definisi-definisi dari Euclides. Jelas bahwa baik poatu 
a maupun aksiomanya mengikuti (memenuhi) evlder.al po.tulal 
ar Aristoteles (evident : jelas tanpa bukti). Sesuai dengan 
syaratnya ilmu deduktif dari Aristoteles maka Eucl.idea 
Duga memberikan sejumlah definisi. Maksudnya sama seperti 
maksud Aristoteles yaitu mengintrodusir aksioma dan postulat 
engan maksud . Me mpertinggi rig o ur (mempertajam penalara n) 
ao preciseness ( ketepatan ungkapan ) . 

geometri Euclides tampak bahwa penekanannya dalam 
usahanya menyusun Elements ialah : 

1 * Pasbulat - aksioma dan selanjutnya juga teorema -teorema nya 
a alah merupakan pernyataan-pernyataan yang benar tentang 
dunia nyata . 

Teorema-teoremanya adalah sum-tota 1 dari fakta-fakta geo- 
metris yang dikenal waktu itu. 

3. Semua fakta gsaraetris dari dunia nyata dapat diturunkan 
ari aksioma-aksiomanya dengan menggunakan logika melulu , 
engan kata lain aksioma-aksiomanya memuat seluruh ilmunya 

embrio sehingga dapat dikatakan mencakup semua fakta- 
fakta geometris. 

Karya Euclides merupakan prototype dan dipandang sebagai 
contoh dan idealnya suatu ilmu deduktif. Apabila Spinoza hen- 
dak menekankan sifat deduktif- dari- «thlh-oy., maka 

dan mengkarakterisasika nnya d.og.n «>ore g.o.-trico de- 

monstrata» (diturunkan dengan langMh langkah I dengan 

geometri)* 
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Akan tetapi setelah selama lebih kurang 22 abad lamanya 
karya Euclides dipandang sebagai contoh yang sangat cemerlang 
(par excellance) dari suatu ilmu deduktif, akhirnya para ma- 
teraatisi, terutama Pasch dan Hilbert pada akhir abad yang la- 
lu memperlihatkan bahwa Euclides gagal total mencapai maksud- 
nya. Aksi oma -aksi oma tentang "betweeoness" (keantaraan) dan 
"continuity" (kontinuitas) yang mutlak diperlukan jika peou- 
runan-penuru na n hendak dikerjakan murni bersifat logika, sama 
sekali tidak disebut-sebut. Def inisi-def inisinya sangat meny^e 
dihkan. Dengan kata lain rigour (ketajaman penalaran) dan 
preciseness (ketepatan ungkapan) ternyata sangat tumpul. 

Namun biarpun belakangan ditemukan kekurangan-kekurangan 
dalam Eleiuents, harus diakui bahwa usaha Euclides sangat di- 
hargai sebagai perintis kepada matematika sebagai ilmu ak- 
s i oma t i s . 

2. MATERIAL AXIOMATICS, FORMAL AXIOMATICS DAN FORMALI Z ED 

AXIOMATICS. 

Aksiomatika Euclides disebut AKSI OM ATI KA MATERIAL karena 
berbicara tentang suatu materi tertentu, yaitu u nsur-u nsur 
d i^ dunia nyata , unsur-unsur dari ruangan di mana kita berada. 
Terminus teknis yang dipakai oleh Euclides seperti M titik” , 
"garis" dan lain-lainnya menyajikan sesuatu yang mempunyai 
arti sebagai unsur dari ruangan tersebut di atas. 

Sebagaimana telah dikemukakan di atas bahwa Euclides ga- 
gal total mencapai maksudnya, yaitu kegagalannya menyajikan 
geometri sebagai suatu ilmu deduktif. Maksudnya menurunkan 
teorema ^teorema dengan logika murni, dengan tidak menyandar- 
kan langkah-langkah dalam penalarannya pada georoetrical in - 
tuition (intuisi geometri) mengalami kegagalan. 

Matematikawan pertama yang dapat menyajikan geometri se- 
bagai ilmu deduktif yang tak tercela sampai pada saat ini ia- 
lah David vHilbert. 

III I bor t dapat mencapai hal ini debgan melakukan la ngkah-lang- 
kah original dan mengejutkan seperti berikut ini. 
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pabi la deduksi benar-benar dilakukan dengan murni, yaitu ha- 
nya menggunakan sifat-sifat dari unsur-unsur yang tercantum 
dalam aksi oma -aksi oma saja (dengan tidak menggunakan sesu- 
intuisi, intuisi geometri ataupun non geometris - without 
appeal to any intuition, geometrica 1 or non geometrica 1) mu 
ka terminus-terminus pokok ( kata titik, garis dll) ynrig • 
dalam aksiomanya ■( kata -kata itu merupakan lambang dari u, .mu, 
unsur pokok dari geometri) harus dapat diberlakukan 
lambang-lambang belaka, yaitu tanda-tanda yang bida k 

"laLarti (devoid of content - kosong dari arti). „ a 

takan bahwa arti dari kata-kata itu masih diperlukan ,11 , 1 , 1 ,,,, 
deduksi, adalah ekuivalen dengan mengatakan bohwn biduk 
sifat dari unsur-unsur pokok yang tercantum dalam akn I omn 
siomanya. Karena dikosongkan dari semua arti maka termlnun- 
terminus pokok tadi disebut undefined terms . 

Demikian juga setiap terminus baru yang hendak dipakai dalam 
teorin/a harus didefinisikan dalam arti yang tepat (prcisn) 
yaitu harus dapat dikembalikan kepada unsur-unsur kosong dari 
arti (undefined terms) tersebut di atas. Maka dari itu undn- 
fined terms tersebut di atas disebut juga primltl ve tonmu. 
Apabila semua hal ini telah dikerjakan, sehingga u. -mm 
nlc al terms kosong dari arti maka sampailah kiti, pmb, 
tian 4gSI0MATlKA FORMAL (formal axiomatics l. 

Perhatikanlah bahwa dengan demikian aksioma-nkni omnny , n n lu. 
rang tidak lagi merupakan self-evidence truth (kebenaran lu 
henaran yang langsung dapat ditangkap oleh pikiran secara 
spontan). Sebab j e-las. absurd (mustahil) untuk menyatakan sua- 
pernyataan bernilai benar atau salah sedang pernyataan Itu 
mengandung terminus yang kosong dari arti. Aksioma -akslom,, 
da lam aksiomatika formal mer u pakan semu pakata n belaka , ya I bu 
menyatakan sifat-sifat dan relasi-relasi (yang dengan sendi- 
rinya juga undefined) antara primitive (undefined) terms yang 
terdapat dalam aksioma-aksioma • tadi, dan yang kita mufakati • 
berlaku, jadi diberi nilai T (true). 

ouatu kalimat dikatakan bernilai benar apabila ada 
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persesuaian antara apa yang dinyatakao oleh kalimatnya dengan 
dunia nyata. Sehingga mustahil menentukan nilai kebenaran 
kalimat yang mengandung sesuatu yang tidak diberi arti. 

Sel 3 in G-rundlagen der Geometrie dari Hilbert sebag3i per- 
baikan dari geometri Euclides tersebut di at3s juga dalam Al- 
jabar Abstrak seperti grup, ring dsb, unsur-unsurnya kosong 
dari arti, jadi unsur-unsurnya juga .«undefined 
Dengan adanya undefined terms yang kosong dari arti ini maka 
Russel pernah berkata secara senda gurau : " In mathematics we 
do not know what are we talking about, nor whether what we 
May i s true " . 

Walaupun fundamenta lly ucapan Russel benar, namun janganlah 
ucapan ini ditangkap terlalu harafiah. Demikianlah ada orang 
y.inc, menafsirkan ucapan di atas secara demikian. Dalam matema 
t u* 1 oh ng tidak boleh memberi arti pada unsur-unsurnya. Hal 
ini >) in jelas keliru. Apabila untuk kepentingan tertentu 
yaitu mempertajam rigour, orang bertingkah seakan-akan unsur- 
unsurnya tidak mempunyai arti, maka hal ini adalaholain de ! r: 
Ogan mengatakan tidak boleh memberi arti pedanya. Justru seba 
Uknya apabila terminus-terminus pokok dalam aksioma -aksioma 
itu kosong dari arti, maka ada kemungkinan untuk memberi arti 
Lebih dari satu interpretasi padanya. Yaitu mungkin ada lebih 
dari satu macam unsur yang memenuhi aksi oma -aksi omanya • Ini 
merupakan suatu keuntungan. Sebab, segala sesuatu yang dapat 
diturunkan dari sistem aksioma yang memuat undefined terms 
dengan sendirinya berlaku juga untuk semua interpretasi dari 
padanya. Keuntungan lain dari memandaDg unsur-unsurnya kosong 
d/i r i arti terlihat pada sejarahnya postulat paralel (postur 
I/i t kelima) dari Euclides. Postulat ini tidak memiliki dera f*, 
j/i t; evidensi seperti aksi oma -aksi oma lainnya sehingga orang 
nopanjang sejatah berusaha membuktikannya. Tetapi setiap usa- 
h n ini menemui kegagalan. Ternyata hal ini tidak oleh keti-- 
dnk mampuan para matematisi, melainkan karena postulat ini 
inmn/ing tidak dapat dibuktikan atas aksi oma -aksi oma lainnya, 
j 1 u 1 unsur-unsurnya kosong dari arti maka seperti dikatakan 
d t h ban aksi oma -aksi omanya merupakan semufakatan belaka. Apa- 
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bila demikian maka aksioma itu bisa diganti dengan ingkaran 
darinya. Dengan demikian terbentuklah non Euclldean geome - 
tries yang sebagai sistem logika mempunyai sta,tus sejajar de- 
ngan geometri Euclides. 

Pembicaraan di atas memperlihatkan bahwa : 

Usaha meningkatkan rigour yaitu mempertajam penalaran mendo- 
rong orang mengganti material a.xiomatics dengan formal axi.o- 
matics di mana unsur-unsur teknisnya kosong dari arti. 

Aksioma -aksioma dalam formal axiomatics adalah ucapan-ucap- 
an kosong dari arti. Walaupun ucapan-ucapan itu, sering di - 
pengaruhi oleh dunia nyata namun secara prinsipil dapat dipi- 
kirkan diciptakan lepas dari pengamatan dunia nyata. Suatu 
ciptaan bebas dari pikiran kita. Dengan demikian intuk aksio- 
ma-aksioma ini digunakan kata semufakatan. Secara a priori, 
dalam hal ini bisa -terjadi tiga hal jika diadakan interpreta- 
sj. dari unsur-unsur kosong dari arti itu : 

1 . Tidak ada sistem obyek-obyek yang memenuhi aksi oma -aksi oma 
nya . Jika demikian, sistemnya disebut kosong. 

2. Terdapat ada satu sistem obyek-obyek yang memenuhinya, - 
atau apabila ada lebih dari satu sistem maka sistem-sistem 
itu isomorphic. 

Dua sistem obyek-obyek disebut isomorphic bilamana dan ha- 
nya bilamana kedua sistem itu memuat "banyak anggota yang 
sama”, dalam arti dapat diadakan korespondensi satu-satu 
sedemikian sehingga dengan setiap obyek dari sistem yang 
satu dapat dikawankan secara, tunggal satu obyek pada sis- 
tem yang lain dan sebaliknya, sedemikian sehingga setiap 
relasi di antara obyek-obyek itu dibawa . 

Jika demikian maka aksi oma -aksi oma itu disebut categorial. 

3. Lebih d3ri satu Sistem ‘obysk-obyek yang memenuhi 'ucapan -u i’ 
ucapan dalam aksioma-aksioma nya . Aksi oma -aksi oma seperti 
ini disebut ambiguous. 
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Sekarang akan dibicarakan FORMALIZED AKIOMATTns . 

Usaha mencapai rigour yang lebih tinggi mengobah material 
axiomatics menjadi formal axiomatics. Usaha yang sama, yaitu 
mencapai rigour yang lebih tajam lagi mengakibatkan dilaku- 
kannya langkah-langkah lebih lanjut, mengobah formal axioma- 
tics menjadi formalized axiomatics, sebagai sistem yang ter- 
diri atas tanda-tanda di mana setiap tanda itu kosong dari 
arti. Tanda-tanda itu dimanipulasi meDurut aturan-aturan 
kanis sehingga seluruhnya menyerupai suatu permainan belaka, 
seperti catur. Akan tetapi suatu permainan pada mana dicer- 
minkan gerakan-gerakan pikiran yang paling eksak, yang paling 
rigour. kalaupun terminus-terminus teknis peda aksiomatika 
formal, seperti titik, garis dsb dikosongkan dari arti, namun 
mereka masih mempunyai sifat-sifat gramatika sebagai kata beo 
da, obyektii dsb, sehingga kalimat-kalimat yang memuat mereka 
dapat dinentuk dengan aturan gramatika dari bahasa biasa. Se-r 
lain dari itu dalam formal axiomatics masih terdapat terminus 
terminus logika seperti "atau 1 ', "apabila ... ", kuantor-kuan- 
tor "untuk semua", "terdapatlah" dsb. Terminus logika ini me- 
miliki arti yang biasa yang digunakan dalam deduksi. Dengan 
kata lain, deduksi dalam formal axiomatics mengandung arti 
dan memang dimaksud sebagai uraian-uraian vang meyakinkan 
(the deductions carry connectio). Inilah yang digunakan dalam 
praktek yang lazim digunakan da la m .matematika biasa yang dia- 
Jirkan di sekolah. Sebahabian mari materinya disajikan dalam 
«Imbolisme khusus dan sebahagian dengan bahasa biasa. Suatu 
I "Orema dinyalakan benar apabila oraDg mempunyai bukti yang 
"Uith dari padanya. Demikian juga dengan material axiomatics, 
'"Innlnya pada geometri Euclides. Kesahihan suatu bukti diuji 
' ,rl " 1,1 teliti apakah laDgkah-langkahnya sesuai deDgan hukum-hu 
*""" lo K lka « dan yang terakhir ini didasarkan atas intuisi lo- 
K,k v,,n S dianggap dimiliki oleh setiap manusia, dan dlper- 
1 i I mi il I sekolah-sekolah dengan belajar. 

Apabila menyangkut bagian-bagian elementer dari mate- 
11111 11,1 "W >» dengan spontan kita dapat mengatakan apakah lang- 
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*ah dalam suatu pembuktian itu correct atau tidak. Akan teta- 

Pl apabila iaogkah- langkah logika itu menyangkut bagian-bagi- 
an non elementer dari matematika, maka ternyata bahwa kesahih 
a 0 ’ correctness suatu bukti itu mengandung faktor yang sub- 
yektif. Hai ini sangat mengejutkan, namun ternyata memang do- 
m i k ia n la h ha loya . 

Bahasa alami (bahasa biasa, natural language) tidak mungkin 
mencapai ketepatan yang diperlukan untuk matematika. Bagai- 
manapun cermatnya kata-kata dipilih selalu ada suatu «amount. 

ree play , yang disebabkan karena masing-masing orang dlhn- 
uarkan, dalam Lingkungan yang berbeda-beda. Lingku nga n- I I n, 
kuagan ini membentuk konnotasi-konnotasi yang berbeda -bada 
Pula. Hal ini menyebabkan partisipan-partisipan dalam suatu 
dialog aering meleset menangkap maksud masing-masing. Hal ini 
Duga menyebabkan material axiomatics maupun formal axiomati.es 
tidak dapat mencapai preciseness dan rigour setinggi-tinggi- 
nya, oLeh karena keduanya sistem aksiomatik ini masih menggu- 
nakan bahasa alami. 

Maka dari itu untuk mencapai ketajaman dan ketepatan yang 
setinggi-tingginya FORMALIZED AXIOMATICS membentuk bahasa bu- 
£tan (artificia i language) dengan mengosongkan aoga la-ga lanya 

ari arti. Maka suatu formal System dalam formalluad axiomi- 
ties terdiri atas : 

1. Ko ga-kat a (vocabulary) yang terdiri atas taoda-tondn ko- 
song dari arti yang terbagi atas konn ta n-konsta n 
dan variabel-variabel 

pabila diinterpretasikan, konsta n-konsta n itu merupakan na- 
ma nama dari unsur-unsur matematika dari sistem yang hendak 
diforma liser . Dengan kata lain, konstan-konstan itu mroenunjuk 
pada unsur-unsur matematika tertentu. Sedangkan variabel-vl- 
riabel adalah juga tanda-tanda kosong dari arti yang apabila 
diinterpretasikan menunjuk pada anggota-anggota sembarang 
dari suatu domain matematika. 

Dalam kosa-kata lal termasuk pula logteal coanectlues "&'• »yi 
da”, kuautor "(S-)", •'{*-)". Tetapi dalam matematika biasa, 
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Himpunan B = £x, y» z» • ° • '3" terdiri 

atas undefined elements (elemen kosong dari arti) yaitu 

x, y, z 0, 1 yang dilengkapi dengan dua operasi 

biner (+) dan („) dan satu operasi uniter (') (disebut ber- 
turut-turut penjumlahan, pergandaan dan komplementasi) 
merupakan Aljabar Bool Abstrak bhb dipenuhi aksioma -aksioma 
closure (tertutup) dan 

1 . x y m y x ^ 

' x + y = y + x 

?. x(y + z)=xy + xz 

✓O 

X + (y z) * (x + y ) (x + z) l 

3. x • 1 =1 . x = ..X 

0 + x = x + 0 = x 

4 . x + x T = 1 

x x ’ •-= 0 

di mana x f adalah elemen dari B yang selalu dapat di- 
temukan untuk setiap x. 


Perhatikan bahwa penjumlahan dan pergandaan bukanlah penjum- 
lahan dan pergandaan aritmetika, melainkan hanya penamaajn. 

Di sini terlihat bahwa baik elemen-elemen B maupun operasi- 
operasi yang digunakan, semuanya kosong d ari arti, c -^1 
Kosongnya arti dari elemen-elemen maupun operasi-operasi i>oi 


memungkinkan nantinya dapat diinterpretasikan dengan apa sa- 
ja pun. Jika penginterpretasian ini memenuhi aksioma -aksioma 
Boolean Abstract Algebra ini, maka semua teorema (hukum-hu- 
kum yang diturunkan dari padanya, akan berlaku pula bagi ob- 
yek-obyek hasil interpretasi itu. 

Bwbagai contoh, berikut'.ihi; dikeraukakan beberapa interpre- 

t a n I . 


I 


t 
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AUABAH BOOL 
ABSTRAK 

ALJABAR 

HIMPUNAN 

HITUNGAN 

KALIMAT 

RANGKAIAN 

LlSTRIK 

+ 

v/ 

V 

para lel 

. 

r> 

& 

seri 

X T 

x c 

X 

x lewatkan 




arus, x* pu- 

1 



tuskan arus 

S 

T 

arus lewat 

0 

0 

P 

arus putus 


A. Penyelidikan untuk himpunan. 
1 . x r\ y = y r* x 
x 'J y = y «w/ x 


2. x*"' (y v z) = xAy . v . xn z 

x ^ (y n z) = y . r\ . x\/ z . 

L-"' 

3 • XnS=SnX=x 
0^X=x^0=x 

4. x U x c = s 

x r\ x c = 0 

Ternyata aksioma Aljabar Bool Abstrak berlaku untuk him- 
punan. 

B. Penyelidikan untuk kalimat. 

1 • P & Q q & p 
p v q 4=4 q v p 

2 . p & ( q v r) <=* p & q . v . . p «< r 

P v (q & r)4=> p v q . & , p v r 
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3. p & T<=> T & p <£=>► p 
p v F ^=> F v p <£=£ p 

4 . p & p<=^ F 
p v p 4=? T 

Ternyata juga aksioma Aljabar Bool Abstrak berlaku untuk 
hitungan kalimat. 

Penyelidikan terhadap rangkaian arus listrik ternyata juga 
memenuhi aksioma Aljabar Bool Abstrak. Hal ini akan dibi-.. 
carakan tersendiri. 

Berikut ini akan dibicarakan tentang PRINSIP DUALITAS. 

Jika direrha tikan kembali aksioma Aljabar Bool Abstrak, maka 
aksioma itu selalu timbul berpasangan, yang satu didapat dari 
yang lainnya. 

. diganti dengan + dan sebaliknya 

* diganti dengan ' sendiri 

1 diganti dengan O dan sebaliknya 

tanda-tanda kesamaan tetap, juga tanda-tanda logika 
tetap. 

Akibatnya ialah, bahwa semua teorema yang diturunkan dari 
aksioma ini akan muncul berpasangan. Prinsip munculnya se- 
cara berpasangan inilah yang disebut Prinsip dual. 

Dengan prinsip duil ini pulalah pekerjaan menjadi : 

"the work is cut in ha lf " . 

Perhatikanlah salah satu teorema yang diturunkan dari aksio- 
ma itu. 

x x *= x dualnya x + x = x 

Bukti. 

K i x 1 i x (x + X * ) txx + XX' i x X + O 1 XX 

cium Inya 

K - X-fO^X+XX’ 2 (x+ x)(x + X 1 ) - (x + X 1 ) 1 - 
x ♦ x (Tanda di atas 11 = ,f adalah nomor aksioma) 
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4 .SWIT 0 HING CIRCUIT AIG EBRA (RANGKAIAN ARUS LISTRIK) 

Salah satu interpretasi Aljabar Bool Abstrak ialah rang- 
kaian arus listrik. 

Andaika nlah x, y, z, ... saklar listrik dan andaikan x dan x 
menyatakan saklar dengan sifat bahwa jika salah satu di aota 
ra nya tersambung (tertutup - on) maka yang satu lagi torpu «. 
tus.( terbuka - off), dan sebaliknya. Dua saklar, misalkan 
x dan y dapat dihubungkan oleh kawat dalam kombinasi ser’l 
atau paralel sebagai berikut : 


x 


y 


X 


y 


Hubungan seri: x y Hubungan paralel : x + y 

Misalkanlah bahwa x y menyatakan bahwa x dan y dihubungkan 
seri dan x + y menyatakan bahwa x dan y dihubungkan paralel. 
Switchmg Circuit algebra ini merupakan penyusunan rangkaian 
pengganti terdiri dari susunan kawat dan sakelar sedemikian 
rupa seningga hasil yang diperoleh sama. Penyusunan rangkaian 
ini didasarkan kepada aksioma Aljabar Bool Abstrak yang ter- 
nyata dipenuhi oleh jaringan listrik. Sudah barang tentu se- 
mua teorema dalam Aljabar Bool ini akan dipenuhi pula dalam 
Switching Circuit algebra ini. 

Sebagai contoh, perhatikanlah aksioma 2 yang pertama yaitu : 
i (y + z) = X y + xz. Tanda »=" di sini diartikan "sama- 
sama arus diputuskan atau sama-sama arus dilewatkan" 
Perhatikanlah gambar berikut : 






y 

— 55 


X — - 55 — ■ m. 


x ( y + z ) = x y i x n 

Tnndn 1 diartikan : selalu lewat, emin, ti Imhmi'1,1 b tuh pul, uh. 
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litni i l./inda ini mempunyai .arti biasa, namun dalam bahasa bu- 
i i n n 1 n 1 mereka mereka kosong dari arti, hanya apabila diin- 
i f i i m t„;j 0 i mereka mendapatkan arti. 

. Kormation rules (gramraar), yaitu aturan-aturan mekanis 

dengan mana menggunakan kosa-k3ta yang tersedia, 
dibentuk apa yang disebut well formed formula e 
(disingkat wff ) , yaitu rangkaian tanda-tanda yang 
diperbolehkan (dikonstruksikan) menurut aturan 
mekanis itu. 

x ). Transformation rules , yaitu merupakan 3turan-aturan meka- 
nis yang memungkinkan kita dari formulae yang su- 
dah berada dalam sistemnya mendapatkan formulae 
ba ru . 

i i n 1 i >i , dengan formalized axiomatics, ketajaman pe- 
tiil irin dan ketepatan ungkapan (rigour dan preciseness) mem- 
peroleh puncaknya. 

Namun, apakah formalized axiomatics sudah sempurna ? 

TIDAK ADA KESEMPURNAAN. 

Godel, kemudian memperlihatkan ketidak sempurnaan forma- 
lized axiomatics ini. (disini tidak dibicarakan). 

3. BOOLEAN ABSTRACT AIGEBRA 

? Perha tika n la h^Jiimpu na o-himpu na n beserta opera si-opera s i 
dalam himpunan yang bersangkutan di bawah ini* 

a. {o, ±1 1 +2, +3 1 +4» • • • } dilengkapi dengan operasi + 
aritmetika . 

b. R - {o} dilengkapi dengan operasi * aritmetika* 

o. Himpunan vektor dilengkapi dengan operasi penjumlahan vek- 
tor. 

cl. \ 1 , -1 } dilengkapi dengan operasi penggandaan aritmetika 

n. Himpunan matriks bertipe 2x2 dilengkapi dengan operasi 
pr*t),]mn lahan vektor. 


f 
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Untuk semua himpunan di atas dengan operasi masing-masing 
berlaku sifat-sifat ; 

1 • closure (tertutup) 

2. assosiatif 

3. ada elemen netral 

4. setiap elemen mempunyai invers 
(Selidikilah masing-masing) 

Sekarang dilakukan abstraksi total (pengosongan duri irlj) 
baik terhadap himpunan maupun trhadap operasi. Maka tarjudl 

U - { a , b, c , j. dilengkapi dengan operasi * 

yang memenuhi, hukum-hukum 

1 ♦ tertu tu p 

('Aa,b€G-)(Ec£(j). a * b = c 

2. assosiatif 

(Aa,b;c€G) [(a * b) * c = a * (b * c)J 

3. ada elemen netral 

( &a e G ) ( E ! e€G).( a * e = e * a = a) 

4. Tiap elemen mempunyai invers 

(la €G)(Ea~ 1 e g), (a * a' 1 = a _1 * a = e ) 

merupakan suatu sistem dalam formalized axiomatics. 

Perhatikan bahwa baikrohimpunannya maupun, operasinya tidak di^ 
beri arti, jadi kosong dari arti. 

Tanda * dibaca : dikomposisikan dengan. 

Contoh yang sangat penting dalam sistem formalized axiomatics 
adalah Ibstract Boolean Algebra berikut ini. 
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Berikut ini akan disajikan beberapa teorema dengan hanya 
menggunakan aksioma Aljabar Bool. Buktinya tidak diberikan 
tetapi dimaksud .sebagai latihan. 


BI . 

X X = X 

X + X = X 


B2-. 

x .0 = 0 

X + 1 = 1 


B3. 

x (x + y) = 

X 


x + x y 

X 

B4. 

x (y z) = 

(x y) z 


x + (y + z) 

= (x + y) + z 

B5 . 

Komplemen x' 

dari x adalah tunggal 

b6 . 

(x y) ' = x 

' -h y’ 


(x + y) ' = 

x 1 y f 


Sekarang akan dibicarakan pemakaian Aljabar Bool Abstrak 
khusus dalam rangkaian arus listrik dan kaitannya debgan lo- 
gika kalimat. 

Perhatikanlah tabel interpretasi yang telah dikemukakan di 
atas bahwa operasi” ( . )”dan”( -f )”dalam Aljabar Bool dapat di- 
interpretasikan dengan operasi (kata penggandeng) dan 

"v" pada Logika Kalimat, . demikian juga dengan operasi ”rang- 
kaian seri” dan ”rangkaian paralel” pada rangkaian arus lis- 
arus listrik. Maka dengan demikian, rangkaian seri dan rang- 
kaian paralel pada jaringan listrik dapat pula dijelaskan de- 
ngan penggunaan kata penggandeng dan ”v” . 

Rangkaian di bawah ini dapat dijelaskan oleh x & (y v x * ) • 
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Untuk menyelidiki sifat rangkaian tersebut, y u i lu untuk merr 
nyelidiki bilakah rangkaian tersebut tertutup (urun mengalir) 
dan bilakah rangkaian tersebut terbuka (arus tidak mengalir) 
dapat dilakukan dengan menyusun tabel kebenaran untuk kalimat 
x & (y v x') sebagai berikut : 


X 

y 

X 1 

y v x ’ 

x & (y v x' ) 

1 

i 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

i 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 


Dnrl tabel ternyata bahwa arus akan mengalir hanya jika ke- 
duanya x dan y tersambung. 

Pada gambar di bawah ini terdapat rangkaian yang dapat dije- 
laskan dari (x & y’) v ((x f v z) & y)* 

y f — 


y 


Penyelidikan dilakukan melalui tabel berikut ini 




r 


1 
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Perhatikanlah bahwa tanda domominan dalam bentuk kalimat itu 
adalah tanda "v" yaitu langkah (4). Pada kolom tanda dominan 
ini yerdapat nilai-nilai 1 dan 0. Hal ini menandakan bahwa 
jika nilai listriknya 1 berarti bahwa rangkaian tertutup un- 
komposisi x, y dan z yang bersangkutan, sedang jika nilai 
listriknya 0 berarti bahwa rangkaian itu terbuka untuk kompo- 
sisi x, y dan z yang bersangkutan. Tabel menunjukkan bahwa 
dalam keadaan seperti pada baris 1 , 3 , 4- , 5 , dan 6, sedang da- 
lam keadaan lainnya, rangkaian itu terbuka. Telitilah lintas- 
an arus dalam masing-masing jaringan tertutup itu. 

Berikut ini diberikan gambar rangkaian listrik beserta 
simbolisme logika yang bersesuaian dengannya. 


y 

b) 


— z — 


c) 

r— X 



— z — 

— X 

ir < 




— — z — 




y _ 



y 


— X— - 


y 

— Z 1 — 



— X ’ — 



a) x&(yvx*)<3<z c)(((xvy)&z)vx')&y 

b) (x & (z v y f )) v (y & z f ) 

Selanjutnya untuk menyelidiki nilai listriknya dapat dibuat 
tabel nilai masing-masing jaringan. 

Sebaliknya rangkaian listrik yang dinyatakan dengan simbol 
logika, dapat pula digambarkan. Perhatikanlah contoh beriku t ♦ 

a) (a & b) v (a' & (b* v a v b)) 


a b 
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Inin. Susunlah suatu rangkaian listrik yang lebih se- 
derhana dari diagram di bawah ini. 

\c bk 

a b'.. 

a’ b’ 

nn di atas dapat ditulis sebagai : 

v (a & b’) v (a 1 & b’) 
nya bentuk ini disederhanakan : 
v (a & b') v (a' & b’’ (a & (b v b')) v ^a ' & b') 

(a & 1) v (a' & b') 

4=5 (a v (a ' & b ' ) 

(a v a ' ) & (a v b' ) 

1 & (a v b ' ) 

4 ^ a v b ' 

)gkaian di bawah ini ekuivalen dengan rangkaian di 
a 


b' 
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— u^cuicni leurema Aljabar 
menggunakan aksioma 1 - 4 . 

Bentukla rangkaian listrik yang bersesuaian den*. n h«r,. 
tuk-bentuk berikut. 

a • (x& y) v ( x ' & (y’ v x v y)) 

b. (xvy) & z & (x' v y' v z') 

Buatlah tabel nilai masing-masing. 

Bentuklah simbolisme logika untuk rangkaian-rangkaian 
beriku t. 

a * -a— b . 


a _ 


-b J 



- — a — 


a' ’ 


c 



4. 


Sederhanakan la h rangkaian listrik berikut dan buatlah 

diagram masing-masing beserta rangkaian yang dlsederha- 
nakan. N 

a • ( x & y ) v (x & y ’ ) 

A 

b. (xvy)&(.xvy ? ) 




